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STRESZCZENIE / ABSTRACT

Artykul zglebia napiecie miedzy lokalna gladkoscia a globalnym rygorem w geometrii zespolonej,
koncentrujac sie na pracach Naohiko Kasuyi. Autor kontrastuje harmonijne rozmaito$ci Kihlera,
gdzie analiza i topologia sa spOjne, z obszarami mniej regularnymi: powierzchniami nie-
kahlerowskimi i silnie pseudowklestymi. Tekst wyjasnia, ze o ile w przypadku powierzchni
zwartych mahlerowsko$¢ mozna okresli¢ poprzez parzysto$c¢ pierwszej liczby Bettiego, o tyle w
rozmaitoSciach otwartych sytuacja staje sie znacznie bardziej zlozona. Analiza wskazuje na
glebokie powigzania tych struktur z geometrig kontaktowa i symplektyczng, przesuwajac punkt
ciezkosci z klasycznych modeli algebraicznych ku peryferyjnym, trudniej uchwytnym formom

geometrii zespolone;j.

The article delves into the tension between local smoothness and global rigor in complex
geometry, focusing on the works of Naohiko Kasuya. The author contrasts harmonious Kéhler
manifolds, where analysis and topology are consistent, with less regular areas: non-Kihler and
strongly pseudoconcave surfaces. The text explains that while for compact surfaces Kihlerianity
can be determined by the parity of the first Betti number, in open manifolds the situation
becomes significantly more complex. The analysis points to deep connections between these
structures and contact and symplectic geometry, shifting the center of gravity from classical
algebraic models toward peripheral, more elusive forms of complex geometry.

Artykut stanowi analityczng podréz poza bezpieczne granice kidhlerowskiej harmonii i
Steinowskiego rygoru, badajac obszary geometrii zespolonej, ktore przez lata

traktowano jako peryferyjne lub deficytowe. Gléwna teza tekstu zaklada, ze struktury




nie-kdhlerowskie oraz powierzchnie silnie pseudowklesle nie sa przejawem
geometrycznego chaosu, lecz stanowig laboratorium elastycznoéci strukturalnej. Autor
dowodzi, ze brak klasycznej regularnosci otwiera droge do fascynujacych odkryé¢: od
istnienia nieprzeliczalnej liczby struktur zespolonych na topologicznie prostej
przestrzeni $\mathbb{R}"4$, po mozliwo$¢ realizacji dowolnej dodatniej rozmaitosci
kontaktowej jako brzegu nieskonczenie wielu wypeklien holomorficznych. Poprzez
synteze analizy zespolonej, topologii czterowymiarowej i geometrii kontaktowej, tekst
rzuca wyzwanie intuicji utozsamiajjcej prostote topologiczng z jednoznaczno$cia
analityczng. W efekcie kidhlerowsko$¢ przestaje by¢ jedynym miernikiem warto$ci
przestrzeni, a staje sie jednym z wielu trybéw organizacji materii geometrycznej, obok

ktoérego wspolistniejg systemy oparte na logice realizacji i konstrukcyjnej swobodzie.
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Napiecie miedzy Ilokalng gtadkoscia a globalnym
rygorem

Geometria zespolona oscyluje miedzy regularno$cia a oporem materii. Zaczyna sie od pozornie
lagodnej idei: badania przestrzeni, ktére lokalnie przypominaja wielowymiarowa przestrzen liczb
zespolonych. W tym ,lokalnie” kryje sie jednak cala dramaturgia dyscypliny. W malej skali wiele
struktur wyglada niewinnie; krzywa wydaje sie prosta, powierzchnia plaska, a rozmaitos¢ zespolona
moze sprawia¢ wrazenie analitycznego salonu, gdzie kazda funkcja zna swoje miejsce, wspolrzedne
zachowuja dobre maniery, a przejScia miedzy mapami odbywaja sie holomorficznie — z rygorem
znacznie silniejszym niz zwykla gladkos¢. Geometria nie rozgrywa sie jednak wylacznie lokalnie.
Prawdziwy charakter struktury poznajemy dopiero w skali globalnej: w obiegu funkcji, istnieniu

krzywych, wigzkach i osobliwo$ciach, a takze w mozliwos$ciach zanurzenia — czyli w sposobach, w




jakie lokalna zgodno$¢ lubi zamieniac¢ sie w globalny konflikt. Rozmaito$¢ zespolona to co$ wiecej
niz gladka przestrzen z dodatkowym aparatem analitycznym; to przestrzen, w ktorej pojecie funkeji
holomorficznej peli role konstytucji. Funkcja ta nie jest jedynie narzedziem obliczeniowym, lecz
testem struktury. To ona rozdziela punkty, opisuje lokalne wspdlrzedne i pozwala odréznic
przestrzenie Steina od tych bardziej opornych, ujawniajac jednoczednie, czy dana rozmaito$c
nadaje sie do zanurzenia w przestrzen afiniczna lub rzutowa. W tej teorii nie wystarczy
stwierdzenie, ze przestrzen jest ,gladka”. Gladkos¢ jest dopiero grzecznym poczatkiem rozmowy.
Pytanie brzmi: czy przestrzen pozwala na opis przez funkcje holomorficzne w sposéb dostatecznie
bogaty, czy tez skrywa deficyty nie do naprawienia sama topologia? Ksigzka Kasuyi sytuowana jest
wladnie na tej granicy. Wedlug opisu wydawniczego Springer jej glownymi tematami sa nie-
kahlerowskie i silnie pseudowkleste powierzchnie zespolone. Autor ukazuje je jako obszary, ktore
cho¢ dlugo pozostawaly w cieniu rozmaitoSci Kahlera i silnej pseudowypuklo$ci, ujawniaja glebokie
zwigzki z topologia rozniczkowa oraz geometria kontaktowa i symplektyczng. Opis ten trafnie
oddaje sens materialu Zrodlowego: nie chodzi o zaprzeczenie klasycznemu centrum geometrii
zespolonej, lecz o przesuniecie uwagi ku temu, co bylo spychane na peryferie jako mniej regularne,
mniej algebraiczne i mniej podatne na standardowe narzedzia. Najpierw trzeba jednak zrozumiec,

czym wlaSciwie jest owo centrum.

Rozmaitosci Kahlera jako model harmonii i granice

topologicznej kontroli

W geometrii zespolonej szczeg6lna role odgrywaja rozmaitoSci Kihlera. Sa one miejscem spotkania
trzech jezykow: zespolonego, riemannowskiego i symplektycznego. Rozmaito$¢ ta posiada
strukture zespolona — operator J, ktory formalnie zachowuje sie jak mnozenie przez jednostke
urojong — oraz zgodna z nig metryke hermitowska. Z polaczenia metryki i struktury zespolonej
powstaje dwuforma, nazywana forma Kéahlera. Gdy forma ta jest zamknieta, przestrzen osigga
szczegbdlny poziom zgodnosci: analiza zespolona, geometria metryczna i topologia rézniczkowa
zaczynaja mowic jednym jezykiem. To wlasnie dlatego rozmaitoSci Kahlera sg tak wygodne, plodne
i dominujace. Przypominaja dobrze napisany kodeks: nie usuwaja wszystkich sporow, ale

sprawiaja, ze spory maja wspolna procedure.

Warto podkresli¢, ze do przykladow regularnych przestrzeni Kéhlera naleza rozmaitosci rzutowe
oraz niektore powierzchnie K3. Jedna z charakterystycznych konsekwencji kidhlerowskosci jest
parzysto$¢ nieparzystych liczb Bettiego. W przypadku zwartych powierzchni zespolonych

(rozmaitosci zespolonych wymiaru dwa) pojawia sie szczegdlnie eleganckie kryterium: wedlug




twierdzenia Kodairy, Miyaoki i Siu zwarta powierzchnia zespolona jest kihlerowska wtedy i tylko

wtedy, gdy jej pierwsza liczba Bettiego jest parzysta.

To zdanie ma wage wieksza, niz sugeruje jego techniczna forma. Mdéwi ono, ze w wymiarze
zespolonym dwa wlasno$¢ analityczno-geometryczna zostaje uchwycona przez niezmiennik

topologiczny. Innymi stlowy: niekiedy topologia umie podstucha¢ geometrie.

W tym miejscu pojawia sie podejrzliwo$¢, bez ktorej matematyka bylaby tylko ksiegowos$cia
definicji. Czy kazde istotne rozroéznienie geometryczne da sie sprowadzi¢ do topologii? Czy fakt, ze
zwarta powierzchnia zespolona z nieparzystym b1 nie jest kdhlerowska, pozwala nam zrozumieé
wszystkie formy nie-kahlerowsko$ci? Nie. To byloby zbyt wygodne, a wiec podejrzane. Material
zrodlowy trafnie wskazuje, ze przejécie od powierzchni zwartych do otwartych komplikuje sytuacje
zasadniczo. Z topologicznego punktu widzenia kazda otwarta, zorientowana rozmaito$¢
czterowymiarowa dopuszcza metryke Kéhlera, zatem sama topologia nie wystarcza do odr6znienia

struktur kahlerowskich od nie-kahlerowskich.

Tam, gdzie zwarto$¢ dawala twarda kontrole, otwarto§¢ wprowadza swobode. Ta ostatnia jest
jednak piekna dopiero wtedy, gdy dysponujemy narzedziami pozwalajacymi odr6zni¢ prawde od
kaprysu. Kasuya i przywolywane przez niego konstrukcje siegaja po subtelniejsze kryteria. Jedno z
nich glosi, ze jezeli rozmaito$¢ zespolona zawiera zwarta krzywa zespolong reprezentujaca
trywialng druga klase homologii, to rozmaito$¢ ta nie moze by¢ kahlerowska. Intuicja jest
nastepujaca: forma Kahlera, bedac forma zamknieta i dodatnia, powinna dodatnio mierzy¢ objetos¢
krzywej zespolone;j. Jezeli jednak klasa homologii tej krzywej jest trywialna, catkowanie zamknietej
formy po niej musialoby da¢ zero. Powstaje sprzeczno$¢ miedzy dodatnioScia geometryczng a
trywialno$ciag homologiczng. Tak wlaénie dziala dobra matematyczna diagnoza: nie krzyczy, nie
moralizuje, tylko znajduje miejsce, w ktérym dwa warunki nie mogg jednocze$nie oddycha¢. Na
tym tle nalezy czytaé klasyfikacje zwartych powierzchni zespolonych. Kasuya przyjmuje oryginalna

klasyfikacje Kodairy, cho¢ wspolczes$nie czeSciej stosuje sie klasyfikacje Enriquesa-Kodairy.

Wybér ten nie jest przypadkowy. Oryginalny podziat lepiej uwydatnia role powierzchni nie-
kahlerowskich i eliptycznych — tych, ktére w analizowanej ksiazce staja sie pierwszoplanowe.
Klasyfikacja nie jest tu muzealnym katalogiem, lecz mapa napie¢ miedzy algebraiczno$cia,
eliptyczno$cia, kahlerowskoscia a nie-kahlerowska odmiennos$cig. Centralnym niezmiennikiem jest
wymiar algebraiczny a(V), mierzony przez stopien przestepny ciala funkcji meromorficznych na
powierzchni. Moze on przyjmowaé warto$ci zero, jeden albo dwa. Gdy a(V)=2, powierzchnia jest
rzutowa powierzchnig algebraiczng. Gdy a(V)=1, powierzchnia jest eliptyczna, czyli dopuszcza
holomorficzne rozwléknienie z wléknem bedacym krzywa eliptyczna nad rzutowa krzywa

algebraiczng. Gdy a(V)=o, klasyfikacja wymaga dalszego rozrdéznienia wedlug pierwszej liczby




Bettiego: bi1=4 prowadzi do torusa zespolonego, bi=1 do powierzchni klasy VII, a bi=0 do

powierzchni K3.

To techniczne rozgalezienie ma gleboki sens filozoficzny. Wymiar algebraiczny moéwi nam, ile
funkcji meromorficznych przestrzen ,dopuszcza” jako narzedzia globalnego opisu. Przestrzen
algebraiczna jest bogata w takie funkcje; przestrzen o wymiarze algebraicznym zero jest skapa,
oporna i milczaca. Nie chodzi o to, ze nie istnieje — przeciwnie, istnieje az nadto intensywnie — ale
nie chce moéwi¢ jezykiem algebraicznej przejrzystoSci. Dla geometrii jest to sytuacja podobna do
kontaktu z instytucja, ktora formalnie dziala, lecz nie produkuje dokumentéw, dzieki ktéorym

mozna by ja prosto rozliczy¢. Trzeba wtedy zmieni¢ metode badania.

Nie-kahlerowska alternatywa w klasyfikacji Kodairy

W oryginalnej klasyfikacji Kodairy, rekonstruowanej w notatce, wyr6znia sie siedem Kklas
powierzchni: plaszczyzne rzutowa i powierzchnie prostokre§lne, powierzchnie K3, torusy
zespolone, kiahlerowskie powierzchnie eliptyczne, powierzchnie algebraiczne typu ogdlnego, nie-
kahlerowskie powierzchnie eliptyczne oraz nie-kahlerowskie powierzchnie klasy VII. Szczego6lnie

istotne sg klasy VI i VII.

To one przechowuja nie-kahlerowska alternatywe. Klasa VI obejmuje nie-kdhlerowskie
powierzchnie eliptyczne z nieparzysta pierwsza liczba Bettiego wieksza lub réwna trzy, natomiast
klasa VII obejmuje nie-kidhlerowskie powierzchnie z bi=1. Nie-kdhlerowskoé¢ nie jest jednak
jednorodnym brakiem. To nie jest po prostu ,nieposiadanie metryki Kihlera” — podobnie jak
bezrobocie nie jest jednolitg kategoria egzystencjalng, a brak aplikacji nie oznacza jeszcze, ze kto$
jest wolny od technologii. Ws$rdéd powierzchni nie-kdhlerowskich wystepuja rézne typy:
powierzchnie Hopfa, Kodairy, Inoue oraz Inoue-Hirzebrucha. Kazda z tych rodzin posiada wlasna

logike.

Powierzchnie Hopfa naleza do klasy VII, maja bi=1, a ich uniwersalng przestrzenia nakrywajaca
jest C2\ {o}. Pierwotne powierzchnie Hopfa sa dyfeomorficzne z S3xS1. Powierzchnie Kodairy
wystepuja w wariancie pierwotnym i wtornym: te pierwsze naleza do klasy VI, drugie za$ do klasy
VII; stanowia klasyczne przyklady struktur zespolonych i symplektycznych, ktére mimo to nie
dopuszczaja metryki Kihlera. Powierzchnie Inoue wyrézniaja sie brakiem zwartych krzywych
zespolonych, natomiast powierzchnie Inoue-Hirzebrucha zawieraja charakterystyczne cykle

krzywych wymiernych.




Nie-kahlerowskos¢ jako struktura i aparat narzedziowy
geometrii zespolonej

To zro6znicowanie ma kluczowe znaczenie metodologiczne. Poczatkujacy czytelnik, slyszac termin
"nie-kdhlerowskie", moze odruchowo uzna¢ go za kategorie negatywng, opisujaca geometrie
defektu. To blad. Nie-kdhlerowsko$¢ jest raczej laboratorium oporu wobec nadmiernej
harmonizacji. Dowodzi ona, ze struktura zespolona moze istnie¢ poza kidhlerowskim
kompromisem; ze symplektyczno$¢ nie zawsze prowadzi do kahlerowskosci, a obecno$¢ lub brak
krzywych zespolonych fundamentalnie zmienia charakter przestrzeni. Globalna geometria nie jest
tu prosta sumg lokalnych zachowan. Matematyka méwi w tym miejscu co$, co nauki spoleczne
powinny sobie wypisa¢ nad biurkiem: brak jednego modelu regularnoéci nie oznacza braku

struktury. Czesto oznacza po prostu, ze patrzymy niewlasciwym aparatem.

Aparat ten zaczyna sie od podstawowych narzedzi geometrii zespolonej. Jednym z nich jest
rozdmuchanie — operacja zastgpienia punktu krzywa wymierna o ujemnej samo-intersekcji, zwang
krzywa wyjatkowa. W topologii rozniczkowej wymiaru cztery odpowiada to sumie spdjnej z
odwrocong orientacja plaszczyzna rzutowa zespolona. Rozdmuchanie pieknie obrazuje rdznice
miedzy mySleniem punktowym a geometrycznym. Punkt wydaje sie niczym: bezwymiarowym
znakiem. A jednak w geometrii zespolonej mozna go zastgpi¢ cala krzywa. To nie kosmetyka, lecz
zmiana lokalnej anatomii przestrzeni. Jest to tak, jakby w miejscu administracyjnej kropki na

mapie nagle ujawnila sie cala instytucja z wlasnymi korytarzami, procedurami i historia.

Z rozdmuchaniami wiagze sie pojecie minimalnoéci. Twierdzenie Castelnuovo moéwi, ze kazda
zwarta powierzchnie zespolona mozna redukowaé poprzez $cigganie odpowiednich krzywych
wyjatkowych do powierzchni minimalnej — takiej, ktéra nie zawiera zadnych (-1)-krzywych.
Minimalno$é nie oznacza tu prostoty w banalnym sensie, lecz brak pewnych redukowalnych
nadmiarow. W klasyfikacji powierzchni jest to etap oczyszczania struktury z elementow powstatych
przez rozdmuchania, ktéore mozna odwrdéci¢c. Matematyka przypomina tu stara zasade rzetelnej

analizy: zanim zaczniesz klasyfikowac, usun artefakty procedury.

Drugim zestawem narzedzi sa dywizory i holomorficzne wigzki liniowe. Dywizor to formalna
kombinacja nierozkladalnych podzbioréw analitycznych kowymiaru jeden. Kazdemu z nich mozna
przyporzadkowaé holomorficzng wigzke liniowa, a klasy takich wiazek tworza grupe Picarda.
Szczegbdlna role pelni wigzka kanoniczna, ktérej przekrojami sg globalne holomorficzne formy
najwyzszego stopnia. Cho¢ jezyk ten moze wydawaé sie hermetyczny, jego funkcja jest prosta:

pozwala przelozy¢ geometrie podzbioréw na algebre wiazek, a te z kolei na dane kohomologiczne.




To wielka sila geometrii algebraicznej i zespolonej — umiejetnos$¢ zamiany ksztaltu na rachunek i

rachunku z powrotem na ksztalt.

Tutaj pojawia sie teoria snopow i ich kohomologii. Snop przyporzadkowuje zbiorom otwartym
lokalne dane, na przyklad kielki funkcji holomorficznych, jednak jego prawdziwa moc tkwi w
badaniu mozliwoSci globalnego sklejenia tych danych. To jedna z najglebszych idei nowoczesnej
matematyki: problem globalny nie sprowadza sie jedynie do posiadania poprawnych elementow
lokalnych, lecz do mozliwosci ich zgodnego polaczenia. W jezyku instytucjonalnym: mozna mieé
znakomite departamenty, a mimo to fatalne panstwo, jesli zawodzi mechanizm koordynacji. Snopy

formalizujg wla$nie te roéznice miedzy lokalna kompetencja a globalna spdjnoscia.

Z ciaggu wykladniczego snopdéw i dlugiego ciggu dokladnego kohomologii wynika mozliwo$é
klasyfikacji holomorficznych wiazek liniowych przez pierwsza klase Cherna oraz elementy
jakobianu. Klasy Cherna s3 topologicznymi $§ladami wiagzek; wskazuja, jak bardzo dana wiazka jest
skrecona i w jakim stopniu odbiega od trywialnego produktu. Dzieki nim geometria lokalnych
wlokien zyskuje mierzalny wymiar globalny. To kolejny dowod na to, ze w geometrii zespolonej
prawda o calosci nie daje sie sprowadzi¢ do sumy prawd o malych fragmentach. Do tego dochodzi
wzor dolaczenia, ktory pozwala wyrazi¢ wigzke kanoniczng gladkiej hiperpowierzchni przez
geometrie przestrzeni otaczajacej i dywizor tej hiperpowierzchni. W praktyce jest to narzedzie
pozwalajace zrozumieé, jak podprzestrzen dziedziczy i przeksztalca geometrie wiekszej calosci. Nie
jest ona biernym fragmentem — posiada wlasng kanoniczna strukture, ktéra wynika z relacji z
otoczeniem. To bardzo kulturalne twierdzenie: przypomina, ze tozsamos$¢ obiektu nie jest ani
czysta autonomia, ani prostym odbiciem $rodowiska, lecz relacja miedzy wlasnym ksztaltem a

warunkami osadzenia.

Twierdzenie Riemanna-Rocha, dwoisto$¢ Serre'a i holomorficzna charakterystyka Eulera pozwalaja
z kolei przewidywaé wymiary przestrzeni globalnych przekrojow wigzek. W klasyfikacji powierzchni
nie chodzi przeciez tylko o to, jakie obiekty istnieja, ale ile istnieje globalnych sekgji, jak zachowuja
sie wiazki kanoniczne, czy mozna zbudowa¢ odwzorowania do przestrzeni rzutowych i czy
geometria produkuje wystarczajaco duzo funkeji, aby sama siebie opisaé. W tle dziala twierdzenie
Siegela: zbior funkcji meromorficznych na zwartej rozmaitosci tworzy cialo skonczonego stopnia
przestepnego, a wlasnie ten stopien wyznacza wymiar algebraiczny. Jest on zatem miarg globalnej
ekspresji meromorficznej. Przestrzen bogata w funkcje meromorficzne mowi duzo. Przestrzen

uboga zmusza nas do stuchania ciszy.

W tym momencie mozna juz dostrzec gléwng intencje analizowanego materialu. Nie chodzi o

encyklopedyczne zebranie definicji, cho¢ sa one niezbedne.




Napiecie miedzy rygorem kahlerowskim a

elastycznoscia struktur

Geometria zespolona rozwija sie w napieciu miedzy modelami dobrze kontrolowanymi a
strukturami, ktére wymykaja sie klasycznym rygorom, nie stajac sie jednak chaosem. RozmaitoSci
Kéahlera, powierzchnie rzutowe, przestrzenie Steina i pseudowypuklo$¢ tworza jedna strone tej
historii: strone dyscypliny, wypuklo$ci, funkcji wyczerpujacych, zanurzen, dodatnio$ci i koherencji.
Po przeciwnej stronie znajduja sie powierzchnie nie-kahlerowskie, konstrukcje Calabiego-
Eckmanna, nie-kahlerowskie struktury na $\mathbb{R}"4$, pseudowklestos¢ i kontaktowe brzegi
— obszar elastycznos$ci, wyjatkdw i operacji chirurgicznych, gdzie brzegi nie zachowuja sie jak

klasyczne domeny holomorficznoSci.

Ksiagzka Kasuyi jest w tym kontek$cie niezwykle cenna. Wydawnictwo Springer podkresla, ze
badania nad niezwartymi powierzchniami nie-kdhlerowskimi oraz powierzchniami silnie
pseudowkleslymi sa wciaz na relatywnie wezesnym etapie i oferuja wiele obszaréw do rozwoju. Nie
jest to zatem wylacznie podrecznikowa rekonstrukcja znanego krajobrazu, lecz raczej raport z
pogranicza. A pogranicza w nauce bywaja najciekawsze, bo tam konczy sie elegancja gotowych
klasyfikacji, a zaczyna prawdziwa robota: budowanie mostéw miedzy analiza zespolong, topologia
rozniczkowy, geometria kontaktowa i symplektyczng. Matematyka, ktora nie wychodzi z salonu,

predzej czy pdzniej zaczyna myli¢ parkiet z kosmosem.

Kolejny krok prowadzi ku powierzchniom eliptycznym i rozwloknieniom Lefschetza. To one
pokazuja, jak geometria zespolona przechodzi w topologie czterowymiarowa i dlaczego osobliwe
wlokna, cykle znikajace oraz monodromie nie sa technicznymi ozdobnikami, lecz mechanizmami
klasyfikacyjnymi. Ujawnia sie tu jedna z najwazniejszych idei calego artykulu: przestrzen mozna
rozumieé nie tylko przez to, czym jest jako calo$c, lecz takze przez to, jak rozpada sie na wildkna i

jakie §lady zostawia po sobie degeneracja.

Jesli pierwsza cze$¢ prowadzila nas przez podstawowy jezyk geometrii zespolonej, teraz czas wej$c
w jej mechanike dynamiczng. Powierzchnia zespolona nie musi by¢ rozumiana wylacznie jako
zamknieta calo$¢ z przypisana lista niezmiennikéw; moze by¢ badana poprzez sposdb, w jaki
rozklada sie na rodziny krzywych. Zamiast patrze¢ na przestrzen jak na nieruchomy obiekt,
zaczynamy widzie¢ ja jako system zaleznoS$ci: nad kazdym punktem bazy znajduje sie wltokno —
zwykle gladkie, czasem osobliwe lub degenerujace, ale zawsze niosgce informacje o calej strukturze.
Klasyfikacja przestaje by¢ tylko katalogiem typow, a staje sie analiza sposobow, w jakie regularno$¢

moze sie zalamag, nie tracac przy tym sensu.




Powierzchnie eliptyczne zajmuja w tej historii miejsce szczegdlne, stanowigc jeden =z
najwazniejszych pomostow miedzy geometrig algebraiczng, analiza zespolong i topologia
rozniczkowa. W klasyfikacji Kodairy pojawiaja sie wtedy, gdy wymiar algebraiczny powierzchni
wynosi jeden: powierzchnia dopuszcza holomorficzne rozwloknienie nad krzywa algebraiczna, a
typowym wldknem jest krzywa eliptyczna. Zwiezle ujeto to w notatce zrodlowej: gdy $a(V)=1$,
powierzchnia jest powierzchnia eliptyczna, czyli dopuszcza holomorficzne rozwltoknienie z
wloknem w postaci krzywej eliptycznej nad rzutowa krzywa algebraiczng. To zdanie jest kluczem do
calego przejScia: powierzchnia eliptyczna nie jest tylko "powierzchnig z torusami”, lecz
przestrzenia, ktorej globalna geometria zostaje zakodowana w rodzinie krzywych eliptycznych i

sposobach ich degeneracji.

Krzywa eliptyczna, cho¢ w nazwie brzmi niepozornie, jest jednym z najbardziej pracowitych
obiektow matematyki. W geometrii zespolonej mozna ja postrzega¢ jako jednowymiarowy torus
zespolony, czyli iloraz plaszczyzny zespolonej przez krate. Topologicznie jest torusem, analitycznie
zwartg krzywa zespolong rodzaju jeden, a algebraicznie moze by¢ opisana rownaniem kubicznym

bez osobliwosci. Posiada wiec trzy twarze: topologicznag, analityczng i algebraiczna.

Degeneracja jako moment objawienia struktury

To dlatego tak dobrze nadaje sie na wlokno w teorii powierzchni. Jest wystarczajaco regularna, by
moc ja kontrolowaé, a jednocze$nie na tyle bogata, ze jej degeneracje niosa konkretng tresc.
Degeneracja wldkna to jedno z kluczowych pojeé tej cze$ci. W potocznym jezyku brzmi ona jak
upadek formy, utrata jakosci czy przejScie od elegancji do defektu. W matematyce bywa odwrotnie:
degeneracja jest momentem objawienia. Gladkie wlokno czesto mowi niewiele, bo zachowuje sie
zgodnie z oczekiwaniami. Wl6kno osobliwe ujawnia natomiast miejsce, w ktorym struktura musiata
po6j$¢ na kompromis. To troche jak z instytucjami: dopoki wszystko dziala, nikt nie dostrzega
mechanizmu; gdy pojawia sie kryzys, wychodzi na jaw rzeczywista architektura procedur. W
geometrii osobliwoS$ci sa wlaénie takimi kryzysami formalnymi. Nie stanowia brudu na idealnym

obrazie, lecz sa sposobem, w jaki obraz pokazuje wlasna konstrukcje.

Typowym przykladem laczacym pseudowypuklosé, przestrzenie Steina i teorie osobliwos$ci jest
wlokno Milnora. Jezeli wielomian zespolony ma izolowany punkt krytyczny, to splot tej osobliwosci
ze sfera daje silnie pseudowypukla rozmaito$¢ CR, a regularna poziomica tworzy wlékno Milnora —
przyklad gladkiej rozmaitoéci Steina. Juz tutaj pojawia sie schemat myslenia, ktory powroci w

rozwloknieniach Lefschetza: osobliwo$¢ nie jest koncem analizy, lecz poczatkiem subtelniejszej




klasyfikacji. Wokol niej mozna badac splot, monodromie, wltokno, brzeg czy strukture kontaktowa.

Lokalne pekniecie staje sie zrodlem danych globalnych.

Rozwldknienia Lefschetza wprowadzaja te logike do topologii czterowymiarowej jako r6zniczkowo-
topologiczny odpowiednik rozwloknien eliptycznych znanych z geometrii zespolonej. Formalnie
mamy tu do czynienia z odwzorowaniem gladkim z zamknietej, zorientowanej rozmaitosci
czterowymiarowej do rozmaitoSci dwuwymiarowej. Poza skonczona liczba wartoéci krytycznych
zachowuje sie ono jak zwykle rozwloknienie. W punktach krytycznych pojawiaja sie osobliwo$ci

Lefschetza, lokalnie modelowane w zespolonych wspolrzednych rownaniem w=z1 z2.

Wzor ten jest krotki, ale jego konsekwencje sa ogromne. Oznacza on, ze degeneracja posiada
standardowy lokalny model; tam, gdzie moglibySmy spodziewaé sie dzikiego chaosu, pojawia sie
kontrolowana forma singularno$ci. Kluczowym pojeciem jest tu cykl znikajacy — petla w
regularnym wloknie, ktéra w miare zblizania sie do wartoéci krytycznej kurczy sie do punktu
osobliwego. Gdyby matematyka miala wlasng ikonografie egzystencjalng, cykl znikajacy bylby
jednym z jej najsilniejszych symboli. Co$, co w gladkim $wiecie jest petlg i no$nikiem topologicznej
pamieci, w chwili degeneracji znika w punkcie. Nie znika jednak bez $ladu: jego zanik koduje
monodromie, czyli zachowanie wlokien przy obejsciu warto$ci krytycznej. W klasycznym
rozwloknieniu Lefschetza monodromia wokoét wartoSei krytycznej jest prawoskretnym obrotem
Dehna. Jest to operacja na powierzchni polegajaca na wycieciu pier§cieniowego otoczenia krzywej,
jej skreceniu i ponownym sklejeniu. W teorii rozmaito$ci tréj- i czterowymiarowych takie dzialania

sq czyms$ wiecej niz techniczng manipulacja — stanowia alfabet zmian topologicznych.

Jezeli cykl znikajacy wskazuje, gdzie wlokno traci regularnosé, to obrét Dehna moéwi, jak ta utrata
wplywa na globalne sklejenie rodziny wlokien. Monodromia jest zatem pamiecia ruchu wokot
osobliwosci; nie opisuje samego punktu krytycznego, lecz to, co dzieje sie z przestrzenia podczas
proby jego ominiecia. Takie spojrzenie pozwala zrozumie¢, dlaczego rozwloknienia Lefschetza staly
sie kluczowe dla klasyfikacji powierzchni eliptycznych. Twierdzenie Kasa i Moishezona glosi, ze
kazde rozwloknienie eliptyczne bez wlokien wielokrotnych mozna zdeformowac¢ tak, aby posiadalo
wylacznie proste wlokna osobliwe typu I1, stajac sie tym samym rozwloknieniem Lefschetza. W
rezultacie typ dyfeomorfizmu relatywnie minimalnej powierzchni eliptycznej nad CP1 zalezy
wylacznie od jej charakterystyki Eulera i jest topologicznie rownowazny konstrukeji E(m). To wynik

o glebokim znaczeniu klasyfikacyjnym.

Oznacza on, ze z pozoru skomplikowana geometria powierzchni eliptycznych moze zostaé
sprowadzona — po odpowiedniej deformacji — do systemu prostych osobliwosci i ich globalnego
rachunku. Wymierna powierzchnia eliptyczna E(1) jest najprostszym przykladem takiej struktury:

stanowi rozwloknienie nad S2 i ma dokladnie dwanascie wlokien osobliwych typu I1. Z niej,
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poprzez specyficzng sume spojna na wiloknach, mozna konstruowaé¢ powierzchnie E(m),
posiadajace 12m wlokien osobliwych. Sama liczba dwanascie ma tu charakter matematyczny, nie
mistyczny, cho¢ humanista oczywi$cie musi mocno trzymac sie krzesla, zeby nie zacza¢ widzie¢ w

niej zodiaku, apostoléw i kompletu filizanek w serwisie po babci.

Achiralnos¢ i topologiczne fundamenty struktur nie-

kahlerowskich

Kluczowe jest jednak to, ze liczba wldkien osobliwych staje sie no$nikiem charakterystyki Eulera i
elementem klasyfikacji topologicznej. Yukio Matsumoto rozszerzyl ten obraz, wykazujac, ze
topologia powierzchni eliptycznej bez wlokien wielokrotnych zalezy od dwoch parametréw: rodzaju
bazy oraz charakterystyki Eulera calej przestrzeni. To kolejny przyklad redukeji bogactwa
geometrycznego do zestawu twardych niezmiennikdéw topologicznych. Jak zwykle w dobrej
matematyce, redukcja nie oznacza tu banalizacji, lecz odkrycie tego, ktére parametry faktycznie
niosg informacje. Nie wszystko, co wyglada skomplikowanie, jest istotne klasyfikacyjnie; nie kazdy

techniczny detal decyduje o typie dyfeomorfizmu.

Jeszcze ciekawiej robi sie w momencie, gdy klasyczne rozwloknienia Lefschetza zostaja rozszerzone
do rozwltoknien achiralnych. W przypadku klasycznym osobliwo$éci odpowiadaja prawoskretnym
obrotom Dehna, a lokalny model ma posta¢ holomorficzng. Rozwloknienia achiralne dopuszczaja
natomiast osobliwo$ci negatywne, modelowane wzorem zawierajacym sprzezenie zespolone, co
odpowiada lewoskretnemu obrotowi Dehna. W tym punkcie geometria przechodzi subtelna zmiane
orientacji. Pojawienie sie negatywnych osobliwo$ci oznacza dopuszczenie lokalnych zachowan
niezgodnych z holomorficzna chiralia klasycznego modelu. Struktura staje sie bardziej elastyczna,

ale i bardziej niepokorna.

Kulminacjg jest rozwldknienie Matsumoto-Fukayi: achiralne rozwloknienie w torusy na sferze
$S"4$ z bazg $S"2$, zawierajace jedng osobliwo$é pozytywng i jedng negatywna. Konstrukcja ta
ma fundamentalne znaczenie dla dalszej czeSci wywodu, gdyz staje sie szkieletem topologicznym
wykorzystanym przez Kasuye i wspoOlpracownikow do budowy nie-kdhlerowskich struktur
zespolonych na $\mathbb{R}"4$.

W tej jednej konstrukcji spotykaja sie dwa Swiaty: sfera czterowymiarowa oraz eliptyczne
rozwldknienie z osobliwo$ciami o przeciwnych znakach. To minimalistyczna maszyna, ktéra po

uruchomieniu produkuje konsekwencje niewspotmierne do swojej zwartej definicji.
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Klasyczna geometria zespolona przyzwyczaja nas do przekonania, ze struktury zespolone rozwijaja
sie najpelniej tam, gdzie sa kompatybilne z metryka Kihlera, gdzie istnieje bogactwo funkcji
meromorficznych i gdzie przestrzen mozna kontrolowaé algebraicznie lub przez funkcje Scisle
plurisubharmoniczne. Rozwléknienia achiralne, a zwlaszcza konstrukcja Matsumoto-Fukayi,
sugeruja co$ innego: topologia czterowymiarowa dysponuje wlasna zdolno$ciga generowania
struktur, ktérych nie wolno oceniaé¢ wylacznie miara klasycznej algebraicznej elegancji. To nie bunt

przeciw regularnoSci, lecz pytanie o to, czy regularno$é nie byla dotad definiowana zbyt wasko.

Kiedy Kasuya laczy te topologiczng maszyne z geometria nie-kahlerowska, wylania sie jeden z
najwazniejszych watkow materialu: mozliwo$¢ budowania struktur zespolonych tam, gdzie intuicja
euklidesowa spodziewalaby sie trywialnosSci. Przestrzen $\mathbb{R}"4$ wydaje sie przeciez, z
punktu widzenia topologii elementarnej, prosta — jest kontraktowalna, bez dziur i oczywistych

globalnych komplikacji.

A jednak w geometrii zespolonej wymiaru dwa pojawia sie pytanie: czy mozna nadaé jej nie-
kdhlerowska strukture zespolona? Pytanie to brzmi wprost: czy istnieja nie-kahlerowskie struktury
zespolone na standardowej przestrzeni euklidesowej $\mathbb{R}"{2n}$? Dla $n=1$, czyli dla
krzywych zespolonych, odpowiedz jest negatywna. Dla $n \ge 2$ sytuacja zmienia sie zasadniczo.
W wymiarach wyzszych ($n \ge 3$) mozna siegnaé¢ po konstrukcje Calabiego-Eckmanna z 1953
roku. Autorzy ci zbudowali struktury zespolone na iloczynach nieparzystowymiarowych sfer
$S"{2p+1} \times S"{2q+1}$, bedacych holomorficznymi rozwléknieniami w krzywe eliptyczne.
Poniewaz takie rozmaitoSci maja trywialng druga grupe kohomologii de Rhama, sa nie-
kahlerowskie. Po wycieciu otwartej komorki najwyzszego wymiaru uzyskuje sie przestrzen
dyfeomorficzng z $\mathbb{R}"{2(p+q+1)}$, wyposazona w nie-kidhlerowska strukture zespolong.
Konstrukcja ta dowodzi, ze nie-kidhlerowsko$¢ moze wystapi¢ nawet na przestrzeni topologicznie

euklidesowej, o ile wymiar jest dostatecznie wysoki.

W przypadku $\mathbb{R}"4$, czyli wymiaru zespolonego dwa, metoda ta zawodzi. Wycieta
otwarta komérka prowadzilaby do podzbioru $\mathbb{C}"2$, ktéry posiada trywialng strukture
Kahlera. Wymiar cztery po raz kolejny okazuje sie granica osobliwo$ci. Nie jest ani tak prosty jak
wymiar dwa rzeczywisty, ani tak swobodny jak wyzsze wymiary. To wymiar, w ktéorym topologia
lubi plata¢ figle nawet profesjonalistom; amatorom za$ od razu wywraca stolik, zeby nie tracili

czasu na zludzenia.

Rozwigzanie Di Scali, Kasuyi i Zuddasa wykorzystuje wlaénie szkielet rozwldknienia Matsumoto-
Fukayi. Konstrukcja lgczy kanoniczny model otoczenia osobliwego wtokna eliptycznego typu $1_1$
z iloczynem holomorficznego pierScienia i dysku, a nastepnie skleja te fragmenty analitycznie,

tworzac otwartg powierzchnie zespolona $E(\rho_1,\rho_2)$, dyfeomorficzna z $\mathbb{R}"4$.
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Nie jest to proste ,nalozenie” struktury zespolonej na gotowa przestrzen. To raczej operacja
chirurgiczno-analityczna, w ktorej topologiczny szkielet zostaje wykorzystany do zbudowania nowej

geometrii.

Nieprzeliczalna réznorodnosc¢ nie-kahlerowskich

struktur na rozmaitosciach czterowymiarowych

Wilasnosci modelu E(p1,p2) maja fundamentalne znaczenie. Powierzchnia ta posiada suriektywne
holomorficzne rozwloknienie nad sfera Riemanna CP1, ktérego wldkna przyjmuja trzy formy:
gladkie krzywe eliptyczne, osobliwe wiokno typu I1 oraz holomorficzne pierécienie. Otrzymujemy
strukture, ktéra topologicznie jest przestrzenia R4, lecz analitycznie niesie bogate rozwloknienie
wraz z towarzyszaca mu osobliwoécia. To znakomity przyklad matematycznej lekeji przeciwko
powierzchownemu realizmowi. Nie wystarczy bowiem wiedzieé, ,jaka to przestrzen” w sensie
topologicznym; nalezy zapytaé, jaka strukture zespolona na niej osadzono. Wniosek koncowy jest
jeszcze bardziej radykalny: na R4 istnieje nieprzeliczalnie wiele parami nie-biholomorficznych, nie-
kahlerowskich struktur zespolonych. Ich odmienno$¢ wynika z rzeczywistych parametréw p1i p2,
ktore prowadza do geometrycznie réznych przestrzeni. To zdanie powinno dziala¢ jak zimny
prysznic na kazdego, kto utozsamia prostote przestrzeni euklidesowej z jednoznacznos$cia jej

mozliwych struktur.

R4 nie jest tu nudna scena, na ktorej mozna odegraé tylko jedng sztuke. Jest raczej pustym teatrem,
w ktéorym rezyseria zespolona potrafi wystawic¢ nieprzeliczalnie wiele spektakli, z ktorych kazdy
rzadzi sie inng logika analityczna. Co wiecej, korzystajac z twierdzenia Phillipsa o submersjach,
wynik ten mozna rozszerzy¢ do znacznie szerszej tezy: kazda spdjna, otwarta i orientowalna
czterowymiarowa rozmaito$¢ gladka dopuszcza nieprzeliczalnie wiele nie-kahlerowskich struktur
zespolonych. Wystarczy zanurzy¢ w niej modelowe R4 z odpowiednia struktura E(p1,p2) i
przedluzy¢ te strukture na cala rozmaito$¢. To rezultat o ogromnej sile konceptualnej: nie-
kahlerowsko$¢ przestaje by¢ wyjatkiem zarezerwowanym dla egzotycznych, zwartych obiektow, a

staje sie powszechna cechg otwartych czterowymiarowych swiatow.
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Nie-kahlerowskosé¢ jako laboratorium elastycznosci
strukturalnej

Jak interpretowac¢ te wnioski w szerszym porzadku artykulu? Przede wszystkim nie nalezy
popeknia¢ bledu naiwnego antykihlerowskiego triumfalizmu. Nie chodzi o to, ze struktury Kahlera
sa przereklamowane, a nie-kahlerowskie staja si¢ ,bardziej prawdziwe” tylko dlatego, ze sa

trudniejsze. Takie myslenie byloby jedynie akademicka wersja snobizmu na brzydkie buty.

RozmaitoSci Kahlera pozostaja centralne, potezne i gleboko uzasadnione. Chodzi raczej o to, ze
geometria zespolona nie konczy sie na nich. W obszarach otwartych, w wymiarze cztery, przy
obecnosci rozwldknien achiralnych oraz w konstrukcjach opartych na osobliwych wldknach i
pierécieniach holomorficznych wylania sie inny paradygmat: paradygmat elastyczno$ci

strukturalne;j.

Bedzie on jeszcze wyrazniejszy w drugiej polowie ksigzki Kasuyi, poSwieconej silnej
pseudowypuklosci, pseudowklesto$ci 1 geometrii kontaktowej. Wida¢ tam zapowiedz
najwazniejszego przesuniecia. W Swiecie pseudowypuklym i Steinowskim dominuje rygor: funkcje
wyczerpujace, holomorficzna wypuklo$é, zanurzenia i silne ograniczenia brzegow. Z kolei w Swiecie
pseudowkleslym pojawia sie zaskakujaca elastyczno$¢: kazda dodatnia, zamknieta tréjwymiarowa
rozmaito$¢ kontaktowa dopuszcza nieskonczenie wiele wklestych wypelien holomorficznych. To
nie jest przypadkowa analogia. Pierwsza cze$¢ ksigzki przygotowuje nas do zrozumienia, ze to, co

nie-kdhlerowskie i nieklasycznie regularne, nie jest odpadem teorii. Jest jej laboratorium.

Powierzchnie eliptyczne i rozwloknienia Lefschetza ucza zatem trzech rzeczy. Po pierwsze, globalna
powierzchnie mozna rozumie¢ poprzez rodzine wiokien, a jej osobliwosci sa no$nikami informacji,
a nie tylko miejscami awarii. Po drugie, topologia czterowymiarowa potrafi przechowywaé subtelne
dane geometryczne, szczegélnie za sprawga monodromii, cykli znikajacych i operacji Dehna. Po
trzecie, nie-kahlerowskie struktury zespolone nie sa marginalnym dodatkiem do klasyfikacji, lecz
pelnoprawnym sposobem organizacji przestrzeni — zwlaszcza gdy zwarto$¢ przestaje narzucac

klasyczne ograniczenia.

Po analizie powierzchni eliptycznych i rozwldknien Lefschetza nalezy wroci¢ do pytania bardziej
podstawowego, cho¢ wcale nie prostszego: kiedy przestrzen zespolona jest dostatecznie bogata w
funkcje holomorficzne, aby uzna¢ ja za analitycznie dobrze uformowana? W klasycznej geometrii
zespolonej odpowiedz prowadzi do pojecia pseudowypukloSci i przestrzeni Steina. Cho¢ brzmia one

technicznie, w istocie wyznaczaja jedna z najwazniejszych granic nowoczesnej analizy zespolone;j:
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linie miedzy obszarem, w ktéorym funkcje holomorficzne maja pelna sile organizujaca, a obszarem,

gdzie struktura zespolona istnieje, lecz nie poddaje sie takiemu rygorowi.

Pseudowypukloé¢ wyrasta z klasycznego problemu Leviego. Pytal on, czy kazda domena
pseudowypukla jest domena holomorficznosci — czyli czy warunek geometryczno-analityczny na
brzegu domeny rzeczywiscie gwarantuje istnienie funkcji holomorficznych, ktérych nie da sie
przedluzy¢ poza ten brzeg. W materiale zrédlowym intuicja ta zapisana jest wprost: domena
holomorficznoéci to obszar w $\mathbb{C}"n$, dla ktérego istnieje funkcja holomorficzna
niemogaca zosta¢ analitycznie przedluzona poza jego brzeg, a problem Leviego dotyczyt
rownowaznos$ci pseudowypuklosci i bycia domenag holomorficznosci. W literaturze kwestia ta bywa
ujmowana jako pytanie o odwrotno$¢: czy domena o pseudowypuklym brzegu musi by¢ domena
holomorficzno$ci; klasyczne omoéwienie Yum-Tong Siu podkresla, ze to wlasnie ,odwrotne”
twierdzenie stanowilo wlasciwg trudnosé problemu. W jednej zmiennej zespolonej granice domen
zachowuja sie stosunkowo przejrzysScie, jednak w wielu zmiennych sytuacja zmienia sie

dramatycznie.

y 7 m

Pseudowypuktosc¢ i rygor przestrzeni Steina

Funkcje holomorficzne staja sie sztywniejsze, zjawiska przedluzania analitycznego bardziej
nieintuicyjne, a geometria brzegu zaczyna odgrywaé role decydujaca. To tutaj pojawia sie
pseudowypuklo$c jako wlasciwy odpowiednik wypuklosci dla analizy zespolonej wielu zmiennych.
Zwykla wypuklo§¢ geometryczna jest zbyt prosta, zbyt realna i zbyt przywiazana do linii prostych.
Pseudowypukloé¢ nie pyta o odcinki, lecz o zachowanie funkcji plurisubharmonicznych i formy
Leviego; to wypukloé¢ widziana nie oczami geometrii euklidesowej, lecz przez pryzmat funkcji

holomorficznych.

Podstawowym narzedziem sa funkcje plurisubharmoniczne. Funkcja polciagla z gory na
rozmaito$ci zespolonej jest plurisubharmoniczna, jezeli po obcieciu do kazdej krzywej
holomorficznej staje sie funkcja subharmoniczng. W przypadku funkcji gladkich klasy $C*2$
warunek ten jest rownowazny nieujemnosci zespolonego hesjanu; gdy wartosci wlasne tego hesjanu
sq SciSle dodatnie, mowimy o funkcji SciSle plurisubharmonicznej, co odpowiada dodatniej
okreSlonosci formy Leviego $ildr{\partial}\partial\phi$. W praktyce oznacza to, ze funkcja
plurisubharmoniczna jest potencjalem zachowujacym sie wypukle w kazdym zespolonym kierunku.

Nie bada ona wiec jedynie realnej geometrii przestrzeni, lecz jej zespolone przekroje.

Scigle plurisubharmoniczna funkcja definiujaca pozwala opisa¢ rozmaitos¢ silnie pseudowypukla.

Jest to zwarta rozmaito$¢ zespolona z gladkim brzegiem, dla ktérej istnieje kolnierzowe otoczenie
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brzegu i Sciéle plurisubharmoniczna funkcja bez punktow krytycznych, przyjmujaca warto$¢ zero
na brzegu i warto$ci ujemne we wnetrzu. Ten opis ma bardzo konkretng geometrie: brzeg nie jest tu
przypadkowa granica topologiczna, lecz poziomica funkcji, ktéra w zespolonych kierunkach
zachowuje sie jak wypukly potencjal. Wypuklo$é zostaje wiec zapisana w analizie, a analiza zaczyna

determinowaé geometrie.

Tutaj pojawiaja sie przestrzenie Steina, jedne z najwazniejszych obiektow analizy zespolonej. Ich
definicje poprzedza pojecie holomorficznej wypuklo$ci: rozmaito$c jest holomorficznie wypukla,
jezeli dla kazdego zwartego podzbioru jego holomorficznie wypukla powloka réwniez pozostaje
zwarta. Rozmaito$¢ Steina to z kolei holomorficznie wypukla rozmaito$¢ zespolona, na ktorej
funkcje holomorficzne rozdzielaja punkty i dostarczaja lokalnych uktadéw wspoétrzednych. Mowiac
obrazowo: przestrzen Steina jest taka, ze globalne funkcje holomorficzne nie sa w niej rzadkim
luksusem. Sa administracja centralng geometrii. Rozpoznaja punkty, tworza wspohrzedne,

kontrolujg zwarto$¢ i umozliwiaja zanurzenia.

W Kklasycznej teorii kluczowe sa dwa twierdzenia: Remmerta-Bishopa-Narasimhana oraz Grauerta.
Pierwsze z nich mowi, ze kazda rozmaitos$¢ Steina wymiaru zespolonego $n$ mozna zanurzy¢ jako
domknieta podrozmaito$§¢ zespolona w przestrzeni euklidesowej $\mathbb{C}"{2n+1}$.
Wspolczesne ujecia tej teorii potwierdzaja, ze rozmaito$ci Steina sa dokladnie domknietymi
podrozmaito$ciami zespolonymi przestrzeni $\mathbb{C}"N$. Drugie twierdzenie, sformulowane
przez Grauerta, definiuje rozmaitoSci Steina poprzez istnienie wyczerpujacej S$cisle
plurisubharmonicznej funkcji. Rozmaitos¢ zespolona jest zatem rozmaito$cig Steina wtedy i tylko
wtedy, gdy dopuszcza taka funkcje (w wersji klasy $C*2$, co p6zniej Narasimhan oslabil w kwestii
regularnoéci). Znaczenie tego wyniku jest ogromne, gdyz laczy trzy porzadki: globalng teorie
funkcji holomorficznych, geometrie potencjatu i topologie wyczerpywania. Funkcja wyczerpujaca to
taka, ktorej podpoziomice sa zwarte i ktéora dazy do nieskonczonosci wraz z ucieczka w

nieskonczono$¢ rozmaitosci.

Dyscyplina Steina i brzegowa natura pseudowypuktosci

Jesli funkcja jest dodatkowo $ciSle plurisubharmoniczna, przestrzen zyskuje globalny potencjal
wypuklo$ci w sensie zespolonym. Wowczas rozmaito$¢ nie tylko lokalnie przypomina obiekt
zespolony, ale pozwala sie globalnie porzadkowac za pomoca funkcji. To wlasnie sedno dyscypliny
Steina: lokalna analityczno$¢ to za malo; niezbedna jest globalna kontrola. Wyjaénia ona, dlaczego
rozmaito$ci Steina stanowia najwazniejsze przyklady obiektéw silnie pseudowypuklych. Silna

pseudowypuklosé brzegu jest w istocie lokalnym i brzegowym odpowiednikiem filozofii Steina —
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funkcja plurisubharmoniczna narzuca przestrzeni strukture zgodna =z logika funkcji
holomorficznych. Jezeli rozmaito$é Steina jest panstwem prawa funkeji holomorficznych, to silnie
pseudowypukly brzeg stanowi jego konstytucyjng granice. Nie kazda granica jest jednak granica
panstwa prawa i nie kazdy brzeg jest brzegiem pseudowypuklym; tutaj forma granicy niesie

konkretne konsekwencje analityczne.

Istnieje zasadnicza r6znica miedzy wypuklo$cia holomorficzna a zwykla. Ta druga sprowadza sie do
prostego warunku: jesli dwa punkty leza w zbiorze, to odcinek laczacy je rowniez musi sie w nim
znajdowaé. Wypuklos¢ holomorficzna jest subtelniejsza — zaklada, ze zwarte zbiory nie posiadaja
holomorficznych ,cieni” uciekajacych w nieskoniczonosé. Powloka holomorficznie wypukla zbioru K
to zbior punktow, ktérych nie da sie oddzieli¢ od K warto$ciami funkcji holomorficznych. Jesli
powloka ta pozostaje zwarta, funkcje holomorficzne wykazuja wystarczajaca site separacyjna. Jest
to zatem wypuklo$¢ nie wzgledem linii, lecz wzgledem testow holomorficznych. W matematyce
rzetelne testy sg wazniejsze niz deklaracje — zresztg poza nig rowniez, cho¢ rzadziej sie do tego

przyznajemy.

Pojecie przestrzeni Steina nalezy rozszerzy¢ na przestrzenie z osobliwo$ciami. O ile klasyczne
rozmaitoSci Steina sa gladkie, o tyle geometria analityczna wymaga uogoélnienia ich na przestrzenie
zespolone sklejane z podrozmaito$ci analitycznych, jak choéby zbiory zer wielomianéw. One
rowniez musza by¢ holomorficznie wypukle, a funkcje holomorficzne musza w nich rozdziela¢
punkty. To przejScie jest kluczowe, gdyz osobliwo$ci nie s3 marginesem, lecz naturalnym
skladnikiem geometrii zespolonej. Jesli teoria ma by¢ kompletna, musi obejmowaé przestrzenie,

ktore nie sa gladkimi salonami. W tym miejscu pojawia sie redukcja Remmerta.

Zgodnie z zalozeniami kazda rozmaitosé¢ silnie pseudowypukla mozna odwzorowa¢ holomorficznie
na przestrzen Steina z co najwyzej skonczong liczba normalnych osobliwosci, przy czym
odwzorowanie to jest biholomorfizmem poza punktami osobliwymi. Kierunek odwrotny réwniez
dziala: rozmaito$¢ uzyskana przez rezolucje osobliwoS$ci przestrzeni Steina staje sie rozmaitoScia
silnie pseudowypukla. Wynik ten jest konceptualnie piekny, gdyz pozwala rozumiec silnie
pseudowypukle rozmaito$ci jako gladkie modele przestrzeni Steina z osobliwo$ciami.
Pseudowypuklos¢ nie jest wiec jedynie dodatkiem do teorii Steina, lecz jej brzegowa i rozdzielcza
wersja. Redukcja Remmerta dziala tu jak procedura instytucjonalnej konsolidacji: pewne zwarte

krzywe, stanowiace przeszkode dla pelnej Steinowskiej separacji, zostaja Sciggniete do osobliwosci.
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Rygor wypetnialnosci kontra elastycznos¢
pseudowklestosci

Poza tym obszarem przestrzen pozostaje biholomorficznie taka sama. Geometria méwi nam tutaj
jasno: problem nie znika, lecz zostaje skondensowany do punktu, ktéry mozna nazwac osobliwoScia
i podda¢ osobnej analizie. To bardzo dojrzale podejscie. Nie zamiata sie komplikacji pod dywan.

Zamienia sie ja w obiekt.

Przyklad wlokna Milnora S$wietnie pokazuje splot teorii osobliwo$ci, pseudowypuklosci i
przestrzeni Steina. Jesli mamy wielomian zespolony z izolowana osobliwos$cia, mozemy badac jego
regularne poziomice w jej sasiedztwie. Powstaje wowczas wlokno Milnora, opisane w notatce jako
rygorystyczny przyklad gladkiej rozmaito$ci Steina. Brzeg tego wlokna — splot osobliwoSci —
posiada naturalng strukture CR i kontaktowa. Zapowiada to przejsScie do geometrii kontaktowej w
wymiarze trzy: brzeg obiektu zespolonego nie jest martwa powierzchnia graniczng, lecz nosi

dziedziczong strukture geometryczna.

Tutaj zaczyna sie wielki kontrast, ktory bedzie prowadzit przez dalsza cze$¢ artykulu. Silnie
pseudowypukle rozmaitos$ci i przestrzenie Steina sg restrykcyjne; ich brzegi nie moga by¢ dowolne.
Wypekialno$¢ holomorficzna czy Steinowska narzuca konkretne ograniczenia topologiczne i
kontaktowe. W notatce zrédlowej podkreslono to wyraznie: z prac miedzy innymi Bogomolova i de
Oliveiry wiadomo, ze rozmaito$ci dopuszczajace zwykle, wypukle wypelienia holomorficzne sa
niezwykle rygorystyczne, a wypehlialno$¢ holomorficzna w wymiarze trzecim jest de facto
roOwnowazna byciu brzegiem rozmaitosci Steina. To nie jest drobna techniczna uwaga. To centralny

punkt dramaturgii ksigzki Kasuyi.

Pseudowypukloé¢ i Steinowsko$§é oznaczaja bowiem, ze brzeg znajduje sie po stronie porzadku.
Mozna go postrzega¢ jako kontaktowa granice przestrzeni kontrolowanej przez funkcje
holomorficzne od wewnatrz. Taki brzeg nie jest dowolna tréjwymiarowa rozmaito$cia kontaktowa
— musi spetlnia¢ warunki wynikajace z istnienia wypeklienia. W geometrii kontaktowej méwi sie o
wypelialno$ci symplektycznej, Steinowskiej czy holomorficznej. Kazda z tych wlasnosci jest
rodzajem certyfikatu: potwierdzeniem, ze dana struktura kontaktowa moze by¢ brzegiem $wiata o
okreslonej regularnosci. Certyfikaty za§ maja to do siebie, ze jednych dopuszczaja, a innych
odrzucaja. Matematyka tez zna kontrole jakoSci, tylko nie musi przy tym drukowaé¢ formularzy w

trzech egzemplarzach.

Na tle tej restrykcyjnosci zaskakujaca okaze sie silna pseudowklesto$é. Aby ja jednak zrozumiec,

trzeba najpierw dostrzec istote odwrodcenia znaku. W przypadku silnej pseudowypuklo$ci
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rozmaito$¢ lezy po stronie ujemnej funkeji definiujacej, a brzeg jest poziomicg z dodatnia forma
Leviego (w odpowiednim sensie). Przy pseudowklesto$ci sytuacja zostaje odwrdcona: rozmaito$é
lezy ,powyzej” poziomu zerowego, a brzeg indukuje ujemna strukture kontaktowa. Material
zrodlowy rozpoczyna sie wilasnie od tej definicji: rozmaitosci silnie pseudowklesle to zwarte
powierzchnie zespolone z gladkim brzegiem, dla ktdérych istnieje otoczenie kolnierzowe brzegu i
Sci$le plurisubharmoniczna funkcja definiujaca, wzgledem ktorej rozmaitos$¢ lezy powyzej poziomu
zerowego wyznaczajacego brzeg; zespolona styczno$¢ takiego brzegu indukuje ujemna strukture
kontaktowa na odpowiadajacej mu tréjwymiarowej rozmaitoSci. To odwrocenie jest subtelne, ale

jego konsekwencje sa dramatyczne.

Elastycznos¢ wypetnien wklestych i brzeg jako interfejs

Po stronie pseudowypuklej dominuje rygor Steina, natomiast po stronie pseudowkleslej pojawia sie
elastyczno$¢. Kasuya i Zuddas stawiajg pytanie: jakie rozmaitoSci kontaktowe moga by¢ brzegami
rozmaito$ci wklesltych? Odpowiedz jest zaskakujaco mocna: kazda dodatnia, zamknieta
trojwymiarowa rozmaito$¢ kontaktowa dopuszcza nieskonczenie wiele wklestych wypelien
holomorficznych. Pelne znaczenie tego twierdzenia stanie sie jednak jasne dopiero po wejSciu w

geometrie kontaktowa.

Mozna juz uchwyci¢ gléwna linie argumentu. Pseudowypuklo$é i przestrzenie Steina pokazuja, jak
funkcje holomorficzne buduja porzadek. Pseudowklestos¢ z kolei ujawnia, ze odwrocenie orientacji
brzegu otwiera niespodziewana przestrzen swobody. Nie chodzi tu o prosta symetrie; Swiat wypukly
i wklesly nie sg lustrzanymi bliZnietami. S3 raczej dwoma ustrojami geometrii. Pierwszy z nich

mowi: aby by¢ brzegiem, musisz spelni¢ wysokie wymagania regularno$ci.

Drugi odpowiada: kazdy dodatni kontaktowy $wiat trojwymiarowy moze zostac zrealizowany jako
brzeg wklestego wypekienia holomorficznego — i to na nieskoniczenie wiele sposobéw. Ta réznica
ma sens glebszy niz czysto techniczny. W geometrii zespolonej brzeg nie jest koncem przestrzeni,
lecz miejscem transmisji struktury. Z wnetrza na brzeg przechodzi dystrybucja kontaktowa,
orientacja, dodatnio$¢ lub ujemno$¢ oraz pamie¢ funkcji definiujgcej. Brzeg staje sie zatem
interfejsem miedzy analiza zespolona a topologia trojwymiarowa. Wlasnie dlatego geometria
kontaktowa nie jest jedynie dodatkiem do teorii pseudowypuklosci i pseudowkleslosci, lecz jej

naturalnym jezykiem granicznym.

Tam, gdzie konczy sie rozmaito$¢ zespolona, zaczyna sie kontaktowa opowie$¢ brzegu. Nalezy
zatem zglebi¢ geometrie kontaktowa wymiaru trzeciego: formy kontaktowe, pole Reeba,

twierdzenie Darboux, stabilno$¢ Graya, wezly Legendre'a i transwersalne, rozklady na otwarte
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ksiegi, struktury napiete i przekrecone oraz teorie powierzchni wypuklych. Dopiero ten aparat
pozwoli zrozumie¢, dlaczego chirurgia kontaktowa Dehna i holomorficzne doklejanie raczki w
konstrukeji Kasuyi i Zuddasa sg tak potezne. Cala magia — je$li wolno tak powiedzie¢ w
matematyce bez ryzyka konfiskaty kredy — polega na tym, ze manipulujac brzegiem kontaktowym,

mozna budowaé¢ wnetrza holomorficzne.

Po stronie przestrzeni Steina i silnej pseudowypukloéci widzieliSmy dyscypline funkcji
holomorficznych. Funkcja plurisubharmoniczna porzadkowala wnetrze, brzeg stawatl sie poziomica,
a geometria zespolona przechodzila w strukture kontaktowa. Teraz trzeba zatrzymac sie wlasnie na
tym brzegu. Nie jest on bierng skora rozmaitosci, nie jest opakowaniem po geometrii, ktére mozna

wyrzuci¢ po otwarciu pudelka. Brzeg jest miejscem transmisji.

To tutaj analiza wielu zmiennych zespolonych przeobraza sie w tréjwymiarowa geometrie
kontaktowa, a pytanie o wnetrze holomorficzne staje sie pytaniem o to, jakie pole plaszczyzn mozna
zrealizowaé na trojwymiarowej rozmaito$ci. Geometria kontaktowa w wymiarze trzecim bada
maksymalnie niecalkowalne pola plaszczyzn. Formalnie struktura kontaktowa na tréjwymiarowej
rozmaitoSci jest polem dwuwymiarowych plaszczyzn, ktére lokalnie mozna zapisaé¢ jako jadro

jedynkowej formy a, spelniajacej warunek a A da # o.

Geometria kontaktowa jako dynamika permanentnego

skrecenia

Ten warunek wyglada niewinnie, ale jego znaczenie jest zasadnicze. Méwi on, Ze pole plaszczyzn nie
skleja sie w rodzine powierzchni — nie jest calkowalne. Nie mozna go rozumie¢ jako rozkladu
stycznego do jakiego$ gladkiego ukladu warstw. Struktura kontaktowa jest wiec geometria
permanentnego skrecenia. Nie tyle zakazuje ruchu, ile uniemozliwia spokojne polozenie sie
przestrzeni w plaskich kartkach. To odro6znia ja od blisko spokrewnionej geometrii symplektyczne;j.
Forma symplektyczna wystepuje w wymiarach parzystych i jest zamknieta, niezdegenerowana
dwuforma; struktura kontaktowa natomiast dominuje w wymiarach nieparzystych, czesto
pojawiajac sie jako naturalna cecha hiperpowierzchni typu poziomicy w rozmaitosci
symplektycznej lub zespolonej. Mozna rzec, ze geometria kontaktowa jest geometria granicy $wiata
symplektycznego. Tam, gdzie przestrzen parzystowymiarowa konczy sie brzegiem, zostawia po
sobie nieparzystowymiarowy $lad kontaktowy. Brzeg nie jest wiec koncem zdania. Jest przejSciem

do innej gramatyki.
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Z forma kontaktowa zwiazane jest pole wektorowe Reeba, jednoznacznie wyznaczone i z nia
powigzane. Pole Reeba to kierunek szczegélny: uzupelnia plaszczyzny kontaktowe, wyznacza
dynamike przeplywu i staje sie glownym aktorem w badaniach orbit okresowych, dynamiki
Hamiltonowskiej oraz wypelnialno$ci. Jesli plaszczyzny kontaktowe tworza skrecone pole
ograniczen, to pole Reeba jest ruchem, ktory przez te ograniczenia przechodzi bokiem. Geometria
kontaktowa nie jest zatem statycznym ukladem plaszczyzn, lecz synteza plaszezyzn i dynamiki.
Jednym z pierwszych kluczowych wynikow tej teorii jest twierdzenie Darboux. Méwi ono, ze w
geometrii kontaktowej nie istnieja lokalne niezmienniki: kazda trojwymiarowa struktura

kontaktowa lokalnie wyglada tak samo, bedac kontaktomorficzna ze standardowa struktura na R3.

To twierdzenie jest jednocze$nie uspokajajace i przewrotne. Uspokaja, bo lokalnie wszystko
pozostaje standardowe. Jest przewrotne, gdyz przenosi cala powage teorii na poziom globalny.
Jezeli lokalnie nie ma r6znic, musza one ukrywac sie w sposobie globalnego sklejenia — w topologii,
wezlach, chirurgiach, otwartych ksiegach oraz w napietosci i przekreceniu. Lokalno$é¢, zwykle tak
istotna w analizie, okazuje sie tutaj zbyt uboga, by odroéznia¢ Swiaty. Drugim podstawowym

wynikiem jest twierdzenie Graya o stabilnoSci.

Zgodnie z nim gladka deformacja struktur kontaktowych na zwartej rozmaitoSci moze zostac
zrealizowana przez dyfeomorfizmy otaczajacej przestrzeni. Oznacza to, ze zwarta geometria
kontaktowa jest stabilna wobec homotopii w silnym sensie: jesli struktury zmieniajg sie gtadko, nie
powstaje zasadniczo nowy typ kontaktowy, lecz zmiana moze zosta¢ ,wchlonieta” przez
przeksztalcenie rozmaitosci. W ten sposob teoria kontaktowa raz jeszcze potwierdza swoja globalna

nature.

Dychotomia napietosci i przekrecenia w strukturach

kontaktowych

Nie kazda deformacja jest wydarzeniem, a nie kazda zmiana formy oznacza zmiane typu. Czasem
matematyka méwi co$, co warto byloby powiesi¢ w urzedach i redakcjach: ruch nie zawsze oznacza
postep. Najwazniejsze napiecie w trojwymiarowej geometrii kontaktowej rozgrywa sie miedzy
strukturami napietymi a przekreconymi. Punktem wyjscia jest definicja dysku przekreconego: to
dysk ograniczony wezlem Legendre'a o liczbie Thurstona-Bennequina réwnej zero, z
charakterystycznym zachowaniem plaszczyzn kontaktowych w jego wnetrzu. Struktura kontaktowa
uznawana jest za napieta, jesli nie zawiera zadnego takiego dysku; jest przekrecona, jesli posiada

przynajmniej jeden.
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Ten podziat jest jednym z najbardziej dramatycznych w calej teorii. Napieto$¢ oznacza globalna
dyscypline, podczas gdy przekrecenie niesie ze soba elastycznosé tak duza, ze klasyfikacja staje sie
zasadniczo topologiczna. Eliashberg catkowicie sklasyfikowal struktury przekrecone, wykazujac, ze
problem sprowadza sie do topologicznej homotopii pol plaszczyzn. Oznacza to, ze po stronie
przekreconej geometria traci cze$¢ swojej sztywnosci. Struktury te sa elastyczne: ich klasyfikacja
zalezy od danych topologicznych, a nie od subtelniejszych ograniczen analitycznych. Mozna je
wytwarza¢ miedzy innymi poprzez skrecenie Lutza wzdluz wezla transwersalnego, co modyfikuje

strukture kontaktowa tak, by stala sie przekrecona.

Struktury napiete sg inne. Nie daja sie tak latwo sklasyfikowac; cechuja sie wieksza sztywnoscig i
Scilejszym zwigzkiem z wypelnialno$cia Steinowska oraz symplektyczng. Waznym przykladem
struktury napietej jest standardowa struktura kontaktowa na sferze S3. Mozna zatem stwierdzic¢, ze
w geometrii kontaktowej — podobnie jak w geometrii zespolonej — istnieja dwa porzadki: porzadek
rygoru i porzadek elastycznosci. Nie pokrywaja sie one naiwnie z podzialem na ,dobre” i ,zle”.
Struktury przekrecone nie s3 bledem; to obszar, w ktérym teoria ujawnia h-principle oraz
topologiczng nature kontaktowo$ci. Struktury napiete nie s po prostu lepsze — sa trudniejsze,

bardziej restrykcyjne i czesto blizsze §wiatu wypeknien.

Do badania tych struktur geometria kontaktowa wykorzystuje teorie wezlow, wyr6zniajac dwa typy:
wezly Legendre'a oraz wezly transwersalne. Wezel Legendre'a to krzywa zamknieta, ktéra w
kazdym punkcie jest styczna do plaszczyzny kontaktowej. Jest to obiekt calkowicie zanurzony w
dystrybucji kontaktowej, idacy zgodnie z jej plaszczyznami, jak gdyby probowal poruszac sie
wewnatrz samego systemu ograniczen. Jego podstawowym niezmiennikiem jest liczba Thurstona-
Bennequina, okreslajaca splecenie wezla z jego przesunieciem w kierunku normalnym do
plaszczyzny kontaktowej. Wezel transwersalny reprezentuje przeciwstawne zachowanie: w kazdym
punkcie przecina lokalng plaszczyzne kontaktowa transwersalnie. Nie podaza wewnatrz
ograniczenia, lecz przechodzi przez nie. Ten kontrast okaze sie kluczowy w konstrukeji Kasuyi i
Zuddasa.

W klasycznej konstrukeji rozmaitoéci Steina Eliashberga, poprzez doklejanie raczek, wypukla
raczke mocuje sie wzdluz wezla Legendre'a, a rdzeniem raczki jest catkowicie rzeczywisty dysk. U
Kasuyi i Zuddasa natomiast, w przypadku wklestej raczki holomorficznej, doklejanie nastepuje
wzdluz wezla transwersalnego, a rdzeniem staje sie dysk holomorficzny. Ta roéznica nie jest

kosmetyczna — to fundamentalna zmiana filozofii konstrukeji.
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Elastycznos¢ struktur kontaktowych i uniwersalnosé
wypetnien wklestych

Wezly kontaktowe umozliwiaja przeprowadzanie chirurgii — operacji wycinania i wklejania, ktore
zmieniaja topologie rozmaitosci oraz jej strukture kontaktowa. Kontaktowa chirurgia Dehna polega
na modyfikacji przestrzeni poprzez usuniecie pelnego torusa S1xD2 z otoczenia rurkowatego wezla
i wklejenie go ponownie przy zachowaniu odpowiedniej geometrii kontaktowej. Operacje te
wykonuje sie wzdluz wezlow Legendre'a, gdyz ich otoczenia posiadaja naturalne ramki kontaktowe,
pozwalajace kontrolowa¢ nowo wstawiany torus. Kluczowe znaczenie ma tu twierdzenie Dinga i
Geigesa: dowolne dwie dodatnie, spdjne tréjwymiarowe rozmaitosci kontaktowe mozna polaczyc
skonficzonym ciaggiem chirurgii kontaktowych (+1). Ten wynik §wiadczy o ogromnej elastycznoSci
operacyjnej; pokazuje, ze chirurgia kontaktowa nie jest jedynie lokalng sztuczka, lecz
pelnoprawnym jezykiem przej$¢ miedzy strukturami kontaktowymi. Jeéli potrafimy zrealizowac
odpowiednie chirurgie za pomoca operacji holomorficznych na wklesltych brzegach, mozemy

konstruowaé wypekienia dla bardzo szerokiej klasy rozmaitos$ci kontaktowych.

Wlasnie to podejscie wykorzystuja Kasuya i Zuddas. Zanim jednak przejdziemy do ich twierdzenia,
nalezy przywola¢ rozklady na otwarte ksiegi. Rozklad ten opisuje trojwymiarowa rozmaito$c jako
sume jednowymiarowego splotu (grzbietu) oraz rodziny dwuwymiarowych powierzchni (kartek),
rozwloknionych nad okregiem. Obraz jest niemal literacki: przestrzen przypomina ksigzke, ktorej
grzbiet pozostaje nieruchomy, a kartki obracaja sie wokol niego. Nie jest to jednak metafora
ozdobna, lecz precyzyjne narzedzie topologiczne. Korespondencja Girouxa ustanawia bowiem
zwigzek miedzy strukturami kontaktowymi (z dokladnoscia do izotopii) a rozkladami na otwarte
ksiegi (z dokladnos$cia do dodatniej stabilizacji). Jest to jeden z tych wynikéw, ktére zmieniaja
perspektywe calej dziedziny: struktura kontaktowa, czyli pole plaszczyzn, zostaje powigzana z
dekompozycja topologiczna rozmaitosci. To tak, jakby napiecie wewnetrzne ksigzki mozna bylo

odczytac z samego ukladu jej kartek.

Dzieki temu wiele probleméw kontaktowych mozna przelozy¢ na jezyk monodromii, stabilizacji i
teorii powierzchni. Ponownie pojawia sie motyw rozwloknien: rozumienie przestrzeni poprzez
sposob, w jaki uklada sie ona w rodziny obiektow o nizszym wymiarze. Kolejnym narzedziem jest
teoria powierzchni wypuklych Girouxa. Powierzchnia wypukla w przestrzeni kontaktowej to
zamknieta gladka powierzchnia posiadajaca poprzeczne kontaktowe pole wektorowe. Plaszczyzny
kontaktowe wyznaczaja na niej foliacje charakterystyczna, a z samg powierzchnia zwigzany jest
zbioér dzielacy — uklad nieprzecinajacych sie krzywych zamknietych oddzielajacych strefy dodatnia i

ujemna. Najwazniejszy rezultat tej teorii wskazuje, ze krzywe zbioru dzielacego determinuja
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strukture kontaktowa w otoczeniu powierzchni wypuklej, a kryterium Girouxa pozwala badac

napieto$¢ struktury poprzez analize topologii tego zbioru.

To kolejna lekcja o granicach. Powierzchnia zanurzona w trojwymiarowej rozmaitos$ci kontaktowej
staje sie no$nikiem informacji o swoim otoczeniu. Zbidr dzielacy dziala jak mapa napieé: oddziela
regiony, koduje strukture kontaktowa i pozwala rozpoznaé, czy lokalne zachowania prowadza do
globalnej napietosci, czy do przekrecenia. W teorii kontaktowej wiele kwestii rozstrzyga sie nie
poprzez pomiar odleglosci, lecz przez analize ukladu krzywych. Geometria zamienia sie w

semiotyke skrecenia.

W tym punkcie mozna wroéci¢c do brzegow pseudowypuklych i pseudowklestych. Jesli X jest
rozmaitoScig zespolong z gladkim brzegiem, to zespolone stycznoSci brzegu tworza naturalng
strukture kontaktowa, o ile brzeg jest silnie pseudowypukly lub silnie pseudowklesty. W przypadku
silnej pseudowypuklosci otrzymujemy dodatnia strukture kontaktowa zgodna z orientacja brzegu.
Przy silnej pseudowklestosci pojawia sie struktura ujemna (brzeg kontaktomorficzny z (-M,g),
gdzie (M,§) jest dodatnig, zwarta tréjwymiarowa rozmaitosécia kontaktowa). Wkleste wypeknienie
holomorficzne jest zatem silnie pseudowklesla powierzchnig, ktorej brzeg odpowiada danej
strukturze kontaktowej z odwrocong orientacja. Tu ujawnia sie zasadniczy kontrast z klasyczng
teorig wypehien wypuklych: wypeklienia wypukle, Steinowskie lub holomorficzne sa restrykcyjne

— nie kazda struktura kontaktowa moze by¢ ich brzegiem.

Tymczasem glowny wynik Kasuyi i Zuddasa méwi, ze kazda dodatnia, zamknieta trojwymiarowa
rozmaito$¢ kontaktowa dopuszcza nieskonczenie wiele wklestych wypelien holomorficznych. To
niezwykle mocne twierdzenie o elastyczno$ci. W $wiecie pseudowkleslym nie istnieja analogiczne
bariery topologiczne czy geometryczne, ktére ograniczaja wypelhmienia pseudowypukle. Dlaczego

tak sie dzieje?

Pseudowklestosé jako uniwersalny mechanizm

realizowalnosci

Notatka wskazuje konkretny mechanizm: holomorficzne doklejanie dwuraczki do silnie
pseudowkleslego brzegu. Konstrukecja ta jest koncepcyjnie pokrewna metodzie Eliashberga dla
rozmaito$ci Steina, lecz r6zni sie w punkcie krytycznym. U Eliashberga wypukla raczke z calkowicie
rzeczywistym dyskiem jako rdzeniem dokleja sie wzdluz wezla Legendre'a. W przypadku Kasuyi i
Zuddasa wklesta raczka holomorficzna posiada rdzen bedacy dyskiem holomorficznym, a samo

doklejanie nastepuje wzdluz wezla transwersalnego. To odwrbcenie rodzaju wezla i rdzenia
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odpowiada zmianie natury brzegu: wypuklo$¢ wigze sie z wezlem Legendre'a i calkowicie
rzeczywistym rdzeniem, podczas gdy wkleslo§¢ operuje na transwersalno$ci i rdzeniu
holomorficznym. Wykorzystanie wezla transwersalnego pozwala naturalnie realizowaé¢ obie
kontaktowe chirurgie Dehna — zaré6wno (+1), jak i (—1) — na strukturze kontaktowej brzegu. Skoro
Ding i Geiges wykazali, ze dowolne dwie dodatnie rozmaito$ci kontaktowe mozna polaczy¢ ciagiem
takich chirurgii, Kasuya i Zuddas moga wyj$¢ od przestrzeni modelowej i poprzez odpowiednia

sekwencje operacji uzyskac¢ wkleste wypehienie dla kazdej zadanej przestrzeni kontaktowe;.

Konstrukcja ta cechuje sie niezwykla elegancja: twierdzenie klasyfikacyjno-operacyjne z geometrii
kontaktowej zostaje podniesione do poziomu konstrukcji holomorficznej po stronie
pseudowkleslej. Mozna to uja¢ nastepujaco: chirurgia kontaktowa dostarcza alfabetu mozliwych
przeksztalcen brzegu, a holomorficzna wklesta raczka Kasuyi i Zuddasa wskazuje sposob, by kazde
z tych przeksztalcen zrealizowac poprzez operacje na wnetrzu zespolonym. Brzeg kontaktowy i
wnetrze holomorficzne zaczynaja mowié¢ wspolnym jezykiem. Nie jest to jednak jezyk rygoru Steina,
lecz jezyk elastycznej realizowalnoSci. Matematycznie jest to réznica miedzy $wiatem, w ktérym
tylko wybrane struktury moga byé¢ brzegami wypuklych wypelien, a $wiatem, w ktorym kazda

dodatnia struktura kontaktowa moze stanowié¢ brzeg wkleslego wypelnienia holomorficznego.

Wynik ten ma znaczenie nie tylko techniczne, ale i koncepcyjne. Dowodzi, ze pseudowklestos$¢ nie
jest prostym negatywem pseudowypuklo$ci ani tym samym obrazem z odwroconym znakiem. W
geometrii zmiana znaku czesto fundamentalnie zmienia nature problemu. Podobnie jak w analizie
przejécie od eliptycznosci do hiperbolicznos$ci nie jest drobng korekta, lecz zmiang paradygmatu,
tak tutaj odwrdcenie kierunku wypukloSci otwiera przestrzen zupelnie innej elastycznoSci.
Pseudowypuklos¢ jest selektywna, pseudowklesto$¢ - w tym zakresie - uniwersalizujgca. Nie
oznacza to jednak, ze wszystko staje sie banalne. Istnienie nieskonczenie wielu wypeknien
holomorficznych dla tej samej struktury kontaktowej $wiadczy o bogactwie konstrukeji, a nie o
braku struktury. Elastyczno$¢ nie jest chaosem; jest kontrolowana mozliwo$cia realizacji. Rdznica
jest zasadnicza: chaos mowi, ze wszystko jest jedno, elastyczno$¢ zas, ze mozna wiele, lecz wedlug
okres$lonych operacji. Wlasnie dlatego twierdzenie Kasuyi i Zuddasa jest tak silne. Nie stwierdza
ono mgliscie, ze pseudowkleslo$¢ ,daje wieksza swobode”, lecz wskazuje konkretny mechanizm:
doklejanie raczki, wezly transwersalne, kontaktowe chirurgie (+1), twierdzenie Dinga-Geigesa i

konstrukcje wypelnien.

Dzieki temu mozna lepiej zrozumieé role geometrii kontaktowej w calej ksigzce. Nie jest ona

osobnym rozdzialem dla urozmaicenia, lecz koniecznym jezykiem brzegu.
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Silna pseudowklestos¢ jako obszar uniwersalnej
realizowalnosci wypetnien

Powierzchnie niekahlerowskie pokazaly, ze struktury zespolone moga istnie¢ poza kidhlerowskim
porzadkiem. Rozwloknienia Lefschetza udowodnily z kolei, ze topologia czterowymiarowa i
degeneracje wlokien stanowia solidny szkielet konstrukcyjny, a pseudowypuklos§é i przestrzenie

Steina obnazyly rygor funkcji holomorficznych.

Geometria kontaktowa pokazuje natomiast, co dzieje sie na granicy: jak brzeg przechowuje
strukture i w jaki spos6b mozna nim operowac. Czas przej$¢ bezpos$rednio do rozmaitoSci silnie
pseudowklestych i wkleslych wypeklien holomorficznych. To tutaj przeanalizujemy, dlaczego
twierdzenie o istnieniu nieskonczenie wielu wypelnien dla kazdej dodatniej zwartej tréjwymiarowej
rozmaito$ci kontaktowej jest wynikiem tak przelomowym, jaka role odgrywa konstrukcja raczki
holomorficznej i dlaczego problem wklestych wypelien Kihlera pozostaje subtelny. Kasuya nie
koniczy bowiem na samej elastyczno$ci holomorficznej; pyta rowniez, kiedy moze ona wspélistniec z
kahlerowskim rygorem. To pytanie jest jak zaproszenie do pojedynku miedzy wolnos$cig konstrukcji

a dyscypling formy zamkniete;j.

Silna pseudowklesto$¢ i wypelnienia holomorficzne to w istocie elastyczno$¢ widziana po
odwroconej stronie brzegu. Po stronie pseudowypuklosci dominowal rygor: rozmaito$¢ Steina,
funkcja wyczerpujaca, $ciéle plurisubharmoniczny potencjal, holomorficzna wypuklosé i separacja
punktow przez funkcje globalne tworzyly obraz przestrzeni $ciSle zarzadzanej przez analize
zespolong. Brzeg takiej przestrzeni jest dodatnia rozmaito$cia kontaktows, lecz nie dowolng — musi
spelnia¢ warunki wynikajace z istnienia wnetrza o silnej strukturze holomorficznej. Wypelialnosé

Steinowska czy silnie pseudowypukla jest wiec rodzajem certyfikatu jako$ci.

Nie kazdy brzeg go otrzymuje. Matematyka bywa tu mniej demokratyczna niz regulamin konkursu
grantowego, ale przynajmniej uzasadnia swoje decyzje. Silna pseudowkleslos¢ odwraca te
perspektywe — nie przez prosta negacje, lecz poprzez zmiane kierunku relacji miedzy funkcja
definiujaca, wnetrzem a brzegiem. Rozmaitosci silnie pseudowklesle opisuje sie jako zwarte
powierzchnie zespolone z gladkim brzegiem, dla ktérych istnieje odpowiednie kolierzowe
otoczenie brzegu i SciSle plurisubharmoniczna funkcja definiujgca, przy czym rozmaitosé lezy
»,POWYZej” poziomu zerowego wyznaczajacego brzeg. Zespolona styczno$¢ tak zdefiniowanego

brzegu indukuje ujemng strukture kontaktowa na odpowiadajacej mu trojwymiarowej rozmaitoSci.

Tym krotkim sformulowaniem dokonuje sie zasadnicza zmiana geometrii. W przypadku

pseudowypuklym rozmaito$¢ lezy po stronie kontrolowanej przez ,wnetrze” funkcji
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plurisubharmonicznej. W wariancie pseudowklestym sytuacja zostaje odwrdcona: ta sama
analityczna dodatnioé¢ funkeji w kierunkach zespolonych opisuje brzeg, lecz przestrzen znajduje sie
po drugiej stronie poziomicy. To tak, jakbySmy mieli te sama granice prawna, ale zmienili strone, z
ktorej ja interpretujemy — przepisy pozostaja te same, lecz skutki ustrojowe sa zupelnie inne. W

matematyce orientacja nie jest dekoracja; jej zmiana potrafi odmienié calg teorie.

Kasuya wprowadza pojecie wkleslego wypelienia holomorficznego jako silnie pseudowklesla
powierzchnie, ktorej brzeg jest kontaktomorficzny z (-M,§), gdzie (M,§) oznacza dodatnia, zwarta
trojwymiarowa rozmaito$¢ kontaktowa. Zapis z minusem przed M jest kluczowy: chodzi o
odwrocenie orientacji brzegu. Z punktu widzenia teorii kontaktowej mamy dodatnig rozmaitos¢
(M,%), ale jako brzeg obiektu pseudowklestego pojawia sie ona z orientacja przeciwng. Wypelnienie
wkleste nie jest wiec wypelnieniem w tym samym sensie co wypukle; to raczej holomorficzny swiat

dolaczony po drugiej stronie kontaktowej granicy.

Najwazniejszy wynik Kasuyi i Zuddasa moéwi, ze kazda dodatnia, zamknieta tréjwymiarowa
rozmaito§¢ kontaktowa dopuszcza nieskonczenie wiele wklesltych wypelnien holomorficznych.
Twierdzenie to uderza w intuicje wyniesiona ze $wiata pseudowypuklego, gdzie wypelnialno$¢ byta

ograniczona i nacechowana sztywnoscia. Tutaj okazuje sie ona powszechna.

Nie istnieja analogiczne przeszkody topologiczne ani geometryczne, by zrealizowa¢ dowolna
dodatnia strukture kontaktowa jako brzeg silnie pseudowklestej powierzchni. Nie jest to jednak
»~wolno$¢ przez brak regul”. Twierdzenie nie sugeruje, ze wszystko jest mozliwe dlatego, iz niczego
nie kontrolujemy; wskazuje raczej na konkretny mechanizm konstrukcyjny, ktory realizuje dowolna
strukture kontaktowa poprzez skonczony cigg operacji. Jest nim holomorficzne doklejanie

dwuraczki do silnie pseudowklestego brzegu.

Kasuya i Zuddas buduja metode analogiczna do konstrukeji raczek Eliashberga w teorii rozmaitoSci
Steina, wprowadzajac jednak jedng fundamentalng zmiane. U Eliashberga wypukla raczke, ktorej
rdzeniem jest calkowicie rzeczywisty dysk, dokleja sie wzdluz wezla Legendre'a. U Kasuyi i Zuddasa
wklesla raczka holomorficzna ma rdzen bedacy dyskiem holomorficznym, a doklejanie nastepuje
wzdluz wezla transwersalnego. To rozroznienie jest jedng z najwazniejszych miniatur calej ksigzki:
po stronie wypuklej rdzen jest calkowicie rzeczywisty (nie zawiera zespolonych kierunkow
stycznych i zachowuje separacje wzgledem struktury zespolonej), a doklejanie odbywa sie wzdhuz
wezla Legendre'a, calkowicie stycznego do plaszczyzn kontaktowych. Po stronie wklestej rdzen jest
holomorficzny (zgodny ze struktura zespolona), a doklejanie nastepuje wzdluz wezla

transwersalnego, przecinajacego plaszczyzny kontaktowe.
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Zmienia sie zatem nie tylko technika, ale cala geometria relacji miedzy brzegiem, rdzeniem a
struktura zespolong. Dzieki wykorzystaniu transwersalnego okregu doklejajacego operacja Kasuyi i
Zuddasa naturalnie realizuje obie kontaktowe chirurgie Dehna — zar6éwno (+1), jak i (-1) — na

brzegowej strukturze kontaktowej. To jest punkt krytyczny dowodu.

Chirurgie Dehna jako droga do dowolnego brzegu

Kontaktowe chirurgie Dehna umozliwiaja przeksztalcanie jednych struktur kontaktowych w inne.
Jesli holomorficzne doklejanie wklestej raczki pozwala zrealizowa¢ obie te chirurgie, a twierdzenie
Dinga i Geigesa dowodzi, ze dowolne dwie dodatnie rozmaitosci kontaktowe mozna polaczyé
odpowiednim ciagiem chirurgii (1), to otrzymujemy konstrukeyjng droge do dowolnego brzegu

kontaktowego.

Proceduralna konstrukcja i elastycznos¢ wypetnien
wklestych

Proces ten mozna przesledzi¢ krok po kroku. Zaczynamy od modelowej przestrzeni o znanym
wklestym wypehieniu, a nastepnie wybieramy dowolng dodatnia tr6jwymiarowa rozmaito$c
kontaktowa, ktéra chcemy uzyskac jako brzeg. Twierdzenie Dinga-Geigesa gwarantuje, ze przejicie
od brzegu modelowego do zadanego jest mozliwe poprzez skonczony ciag chirurgii kontaktowych
(+1) i (-1). Kasuya i Zuddas wykazuja natomiast, ze kazda z tych operacji mozna zrealizowaé przez
doklejenie odpowiedniej holomorficznej wklestej raczki. W efekcie calego ciggu dzialan

otrzymujemy powierzchnie silnie pseudowklesla o zagdanym brzegu.

Twierdzenie to nie jest wiec abstrakcyjnym istnieniem wyciagnietym z mgly, lecz konkretna
procedura. Ta proceduralno$¢ ma glebokie znaczenie epistemiczne: matematyka przekonuje
najsilniej wtedy, gdy nie tylko stwierdza istnienie obiektu, ale pokazuje sposéb jego budowy.
Konstrukcja raczkowa staje sie tutaj odpowiednikiem warsztatu. Nie ogladamy gotowego eksponatu
za muzealng szyba; widzimy narzedzia, sekwencje dzialan, miejsca sklejenia, typy wezléw i ich
bezposredni wplyw na brzeg. Jest to kluczowe, gdyz geometria kontaktowa wykazuje ogromna
wrazliwoé¢ na operacje lokalne — niewielkie doklejenie moze zmienié globalny typ kontaktowy.

Chirurgia nie jest tu zwyklym lataniem dziury; jest zmiang konstytucji brzegu.

Kontrast z konstrukcjami Steinowskimi Eliashberga pozostaje stale obecny. W $wiecie Steina

doklejanie raczek podlega $cistym ograniczeniom indeksowym i kontaktowym. Rozmaito$ci Steina
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opisuje sie poprzez handlebody decomposition, gdzie raczki dodawane s3 zgodnie z warunkami
pozwalajacymi zachowaé SciSle plurisubharmoniczng funkcje Morse'a. W wymiarze zespolonym
dwa szczegblng role odgrywa doklejanie dwuraczek wzdtuz wezlow Legendre'a z odpowiednim

framowaniem — to swoista algebra dyscypliny.

U Kasuyi i Zuddasa raczka operuje po stronie wkleslej, co zmienia nie tylko orientacje brzegu, ale i
caly zestaw dopuszczalnych operacji. To wlasnie z tego odwrocenia rodzi sie elastycznosé
pseudowklestosci. Nie nalezy jej jednak myli¢ z dowolnoScig zespolona. Wklesle wypeklienie
holomorficzne pozostaje powierzchnia zespolona z gladkim brzegiem, wymagajaca $cisle
plurisubharmonicznej funkcji definiujacej w kolnierzu i posiadajaca precyzyjnie okreslona
strukture kontaktowa na brzegu. Nie jest to ,rozluznienie standardow” w znaczeniu potocznym,
lecz inny system norm. Pseudowypuklo$¢ pyta: ktére brzegi moga ogranicza¢ przestrzen
kontrolowana od wewnatrz przez funkcje holomorficzne? Pseudowkleslosé zas pyta: jakie brzegi

moga pojawic sie jako zewnetrzna, odwrocona granica silnie pseudowklestej powierzchni?

Odpowiedzi na te pytania sa radykalnie rézne. Ta rozbiezno$¢ pozwala zrozumie¢, dlaczego Kasuya
mowi o elastycznoscei brzegow silnie pseudowklestych. Elastyczno$¢ nie oznacza braku geometrii,
lecz brak przeszkod klasyfikacyjnych znanych ze $§wiata wypuklego. Kazda dodatnia, zamknieta
trojwymiarowa rozmaito$¢ kontaktowa moze zostac¢ zrealizowana — i to na nieskonczenie wiele
sposobow. Ten drugi aspekt, nieskonczono$¢ wypekien, jest roéwnie istotny co powszechnos$é¢
istnienia. Nie chodzi bowiem o sam fakt, ze brzeg ,posiada jakie$” wypekienie, lecz o to, ze ten sam

brzeg moze by¢ granica wielu réznych wnetrz holomorficznych.

Tu pojawia sie zagadnienie szczeg6lnie subtelne: metryki Kdhlera na wypeklieniach wklestych.
Material zrodlowy wskazuje, ze wkleste wypelienia holomorficzne mozna konstruowaé zaréwno
jako kahlerowskie, jak i nie-kdhlerowskie. To spostrzezenie streszcza napiecie calej ksiazki: z jednej
strony mamy holomorficzng elastyczno$¢ wypeklien pseudowkleslych, z drugiej za$§ pytanie o
mozliwo$§é pogodzenia tej elastycznosci z dyscypling kidhlerowskiej formy zamknietej. Odpowiedz
nie jest banalna — czasem jest to mozliwe, a czasem nie. Kasuya i Zuddas dowodza, ze jesli
wyjSciowa powierzchnia jest przestrzenia Kahlera o silnie pseudowklestym brzegu, forme Kahlera
mozna gladko przedluzy¢ na nowo doklejona wklesta raczke holomorficzng, pod warunkiem, ze

obszar raczki lezy odpowiednio blisko granicy. Wynik ten ma fundamentalne znaczenie techniczne.
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Wkleste wypetnienia Kahlera jako synteza elastycznosci

i rygoru

Analiza ta pokazuje, ze sama operacja doklejania wkleslej raczki nie musi niszczy¢ kiahlerowskosci.
Przy odpowiedniej lokalizacji i kontroli konstrukeji forma Kahlera moze zosta¢ przedluzona, co
dowodzi, ze elastyczno$¢ pseudowklesto$ci i kahlerowska regularno$¢ nie s automatycznie
sprzeczne. Na tej podstawie autorzy definiuja wkleste wypeklienia Kiahlera. W takim wypekieniu
potencjal Kahlera w obszarze kolierzowym pelni jednoczesnie funkcje $cisle plurisubharmonicznej
funkcji definiujacej cala rozmaito$c. Definicja ta jest elegancka, gdyz taczy dwa Swiaty w jednym
obiekcie: funkcja potencjalu Kihlera, generujaca forme Kahlera, jest zarazem funkcja definiujaca
silnie pseudowklesty brzeg. Brzeg nie zostaje zatem dopisany do struktury Kahlera z zewnatrz, lecz
wynika bezposrednio z jej potencjalu. To matematyczna forma spojnoéci: jeden obiekt pelni dwie

funkcje dzieki wewnetrznej zgodnosci konstrukgji.

W tym miejscu pojawia sie otwarty problem. Pozostaje nierozwigzane pytanie, czy fakt
dopuszczania wkleslego wypelnienia Kahlera implikuje bezpos$rednio wypelnialno$¢ w sensie
Steina. Problem ten jest niezwykle interesujacy, gdyz dotyka relacji miedzy kahlerowska
regularno$cia po stronie wkleslej a Steinowska wypelialnosScia po stronie wypuklej. Innymi stowy:
czy mozliwo$¢ bycia brzegiem wklesltego wypelnienia Kahlera niesie ukryta informacje o bardziej
klasycznej, wypuklej wypelnialnosci? Czy kiahlerowskos¢ wkleslego wnetrza jest wystarczajaco
silna, by wymusi¢ Steinowski porzadek w innym obszarze? W przywolanym materiale nie znamy

odpowiedzi, dlatego nalezy potraktowac to pytanie powaznie, bez udawania rozstrzygniecia.

Sila tego problemu polega na polaczeniu dwoch paradygmatéw: elastycznej i uniwersalnej
wklestoSci holomorficznej oraz restrykcyjnej kahlerowsko$ci. Pytanie brzmi, czy dodanie
kahlerowskos$ci do wkleslego wypelnienia przywraca cze$¢ rygoru wiladciwego przestrzeniom
Steinowskim. To matematyczna wersja pytania o to, czy wolno$¢ ograniczona silng forma

wewnetrzng zaczyna sama produkowaé reguly podobne do dyscypliny.

Pytanie to domyka most miedzy pierwsza a druga czeScia opracowania. Pierwsza czeS¢, poSwiecona
nie-kiahlerowskim powierzchniom zespolonym, wykazala, ze kihlerowsko$¢ nie wyczerpuje §wiata
struktur zespolonych. Druga, dotyczaca pseudowklesto$ci, pokazuje, ze wypelienia holomorficzne
nie muszg zachowywa¢ sie jak wypelnienia Steinowskie. Problem wkleslych wypelnienn Kihlera
bada jednak, czy w pewnych warunkach oba porzadki spotykaja sie ponownie — nie przez powrét do

dawnej prostoty, lecz poprzez bardziej subtelne kryterium.
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Tutaj matematyka odslania swdj najlepszy temperament: nie zadowala sie haslem ,wszystko jest
mozliwe”, lecz pyta, w jakiej klasie obiektow, z jaka struktura dodatkowa i pod jakimi warunkami
zachodza dane procesy. Elastyczno$¢ pseudowkleslosSci jest faktem, natomiast kadhlerowska
kontrola stanowi dodatkowy warunek; relacja miedzy nimi pozostaje obszarem zywych badan. Jest
to przyklad dojrzalej teorii, ktéra potrafi udowodni¢ twierdzenie uniwersalne, a jednocze$nie

wskazaé problem, ktorego jeszcze nie potrafi zamknaé.

Silna pseudowklesto§¢ ma roéwniez znaczenie dla rozumienia brzegéw. W geometrii klasycznej
brzeg czesto jest ograniczeniem obszaru; w analizie zespolonej staje sie no$nikiem warunkéw
przedluzania funkcji i domen holomorficznosci, a w geometrii kontaktowej — autonomicznym
obiektem z wtasng strukturag. W teorii Kasuyi i Zuddasa brzeg staje sie miejscem niezwyklej
swobody realizacyjnej: dowolna dodatnia zamknieta trojwymiarowa rozmaito$¢ kontaktowa moze
by¢ takim brzegiem. To przesuwa nasze rozumienie granicy — nie jest ona murem, lecz interfejsem
konstrukcji. Mozna wiec powiedzie¢, ze pseudowkleslosé rehabilituje brzeg jako przestrzen

mozliwosci.

W  $wiecie pseudowypuklym brzeg jest sprawdzianem dyscypliny wnetrza; w $wiecie
pseudowklestym — punktem wyjs$cia do konstruowania wnetrz. W pierwszym przypadku pytamy,
czy dana struktura kontaktowa zasluguje na Steinowskie wypelnienie, w drugim: jak zbudowaé
holomorficzne wypelienie dla zadanej struktury kontaktowej. Zamiast selekcji mamy realizacje,
zamiast testu dopuszczalno$ci — procedure budowy. Nie oznacza to, ze Swiat pseudowklesly jest
~tatwiejszy”, lecz po prostu inny; jego trudno$¢ nie polega na szukaniu przeszkod, a na zrozumieniu
bogactwa konstrukcji. Jezeli kazde (M,§) ma nieskonczenie wiele wkleslych wypelnien
holomorficznych, pojawia sie pytanie o ich klasyfikacje: typy biholomorficzne, wlasno$ci
topologiczne, relacje do kidhlerowskos$ci czy zachowanie pod doklejaniem raczek. Powszechnosé
istnienia nie konczy problemu, lecz otwiera go na wyzszym poziomie. Kasuya przesuwa uwage z

pytania ,czy istnieje?” na pytanie ,jakie istnieja i czym sie r6znig?”.

Marginesy struktur jako klucz do centrum geometrii

To typowe dla dojrzalych obszaréw matematyki. Pierwszy etap teorii skupia sie na poszukiwaniu
przykladow i twierdzen istnienia; drugi pyta juz o klasyfikacje, moduli, niezmienniki oraz relacje z
innymi strukturami. Wkleste wypelienia holomorficzne znajdujg sie wlasnie w tym fascynujacym
punkcie: dysponujemy poteznym twierdzeniem istnienia i konstrukcja raczkowa, wiemy o
mozliwo$ci wypelien kidhlerowskich i nie-kdhlerowskich, lecz wciaz pozostaja pytania o glebsze

konsekwencje. Tutaj ujawnia sie jednoé¢ calego wywodu.
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Nie-kdahlerowskie struktury na $\mathbb{R}"4$ dowiodly, ze nawet przestrzen topologicznie
prosta moze nie$¢ nieprzeliczalnie wiele struktur zespolonych. Silna pseudowklesto$¢ niesie
analogiczna lekcje w kontekscie brzegéw: dowolna dodatnia trojwymiarowa rozmaito$¢ kontaktowa
moze by¢ brzegiem nieskonczenie wielu wklestych powierzchni holomorficznych. W obu
przypadkach klasyczna intuicja regularno$ci zostaje przekroczona, a przestrzen okazuje sie

bogatsza niz jej topologia. Brzeg okazuje sie bardziej tworczy niz jego funkcja ograniczajaca.

Za tym aparatem stoi spor o nature struktury: kiedy porzadek jest sztywnoscia, kiedy elastyczno$c
jest chaosem, kiedy brzeg jest ograniczeniem, a kiedy generatorem; kiedy topologia wystarcza, a
kiedy trzeba wej$¢ w subtelnos$ci analityczne. Kasuya pokazuje, ze obszary pozornie poboczne — nie-
kahlerowskie powierzchnie i pseudowklesle brzegi — potrafia zada¢ pytania centralne. To jedna z

piekniejszych zasad nauki: margines bywa miejscem, z ktérego najlepiej widaé srodek.

Od Klasyfikacji powierzchni do filozofii brzegéw. Dotychczasowa droga prowadzila przez kilka
pozornie odleglych krain: klasyfikacje zwartych powierzchni zespolonych, powierzchnie eliptyczne,
rozwlOknienia Lefschetza, nie-kdhlerowskie struktury na przestrzeniach euklidesowych,
pseudowypuklo$é¢, przestrzenie Steina, geometrie kontaktowa i silng pseudowklesto§é. Mozna by
potraktowa¢ je jako osobne dzialy, ulozone w szeregu wedlug programu specjalistycznego wykladu,

lecz byloby to odczytanie zbyt skromne.

W pracy Kasuyi obszary te tworza jeden problem: jak geometria zespolona zachowuje sie wtedy,
gdy opuszcza klasyczne terytorium kahlerowskiej regularnosci i wchodzi w przestrzenie, gdzie
analiza, topologia i geometria kontaktowa muszg negocjowaé¢ nowe warunki wspolistnienia.
Pierwszym biegunem tej opowiesci jest klasyfikacja. Matematyka nie klasyfikuje z pedanterii — jest

to proba zrozumienia, ktore roznice sa istotne, a ktore stanowia jedynie przebranie.

Nie-kahlerowskos¢ jako wynik napiecia miedzy
topologig a geometrig

W przypadku zwartych powierzchni zespolonych klasyfikacja Kodairy pokazuje, ze mozna je
porzadkowa¢ wedlug wymiaru algebraicznego, pierwszej liczby Bettiego, obecnoSci rozwiéknien
eliptycznych, typu K3, toruséw czy przynaleznoséci do powierzchni algebraicznych typu ogolnego
oraz klas nie-kdhlerowskich. Ten podzial nie jest suchg taksonomia; to mapa obrazujaca, jak wiele
globalnej informacji przestrzen ujawnia poprzez funkcje meromorficzne i w jakim stopniu jej
topologia wspiera lub blokuje kahlerowska regularnos¢. Kluczowa roznica miedzy powierzchniami

kahlerowskimi a nie-kahlerowskimi w wymiarze zespolonym dwa zostaje uchwycona przez
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pierwsza liczbe Bettiego. Twierdzenie Kodairy, Miyaoki i Siu precyzuje: zwarta powierzchnia

zespolona jest kidhlerowska wtedy i tylko wtedy, gdy jej pierwsza liczba Bettiego jest parzysta.

Jest to niezwykle zderzenie porzadkow. Wlasnosé, ktora zdaje sie naleze¢ do domeny geometrii
hermitowskiej i symplektycznej, zostaje tu rozpoznana przez niezmiennik topologiczny. Topologia
nie mowi wszystkiego, ale w tym przypadku moéwi co$ rozstrzygajacego. Matematyka lubi takie
momenty: zamiast halasliwej interpretacji otrzymujemy jedno kryterium, ktore robi robote szybciej

niz komisja ekspercka z podkomisja do spraw definicji.

Klasyfikacja zwarta nie wyczerpuje jednak problemu. Gdy przechodzimy do rozmaitos$ci otwartych,
prosty test topologiczny przestaje wystarcza¢c. Z punktu widzenia topologii kazda otwarta,
zorientowana rozmaito$¢é czterowymiarowa dopuszcza metryke Kihlera, co oznacza, ze struktur

kahlerowskich i nie-kdhlerowskich nie da sie juz odréznic¢ wylacznie za pomoca liczb Bettiego.

To jeden z punktéw zwrotnych calej opowiesci. Zwarto$¢ pelila funkcje dyscyplinujaca; gdy jej
zabraklo, teoria musiala poszukaé subtelniejszych narzedzi. Pojawia sie zatem kryterium zwartej
krzywej zespolonej reprezentujacej trywialng druga klase homologii: jej obecno$¢ wyklucza
kahlerowsko$¢, gdyz dodatnio$¢ formy Kihlera koliduje z trywialnosciga homologiczna. Ta zmiana

ma fundamentalne znaczenie metodologiczne.

Nie-kahlerowsko$¢ przestaje by¢ prostym skutkiem nieparzystej liczby Bettiego, a staje sie
wlasnoscig, ktora nalezy tropi¢ poprzez relacje miedzy krzywymi zespolonymi, homologia i
formami zamknietymi. Geometria otwarta wymaga zatem wiekszej czujnoéci. Gdy znikaja proste
bariery topologiczne, latwo pomyli¢ brak oczywistej przeszkody z istnieniem struktury.
Matematyka uczy tu sceptycyzmu lepiej niz niejeden podrecznik metodologii: jes$li kryterium
przestalo dziala¢, nie oznacza to, ze problem zniknal. Oznacza tylko, ze problem nauczy! sie lepiej

ukrywac.

Drugim biegunem jest rozwloknienie. Powierzchnie eliptyczne i rozwloknienia Lefschetza pokazuja,
ze przestrzen mozna rozumie¢ nie jako statyczng calo$é, lecz przez rodzine wlokien i ich
degeneracje. Regularne wlokno definiuje typ ogoélny struktury, natomiast wlokna osobliwe
wskazuja, gdzie i jak ta struktura doSwiadcza zalamania. Rozwloknienie Lefschetza — z lokalnym
modelem osobliwo$ci w=z1z2, cyklami znikajacymi i monodromia jako prawoskretnym obrotem

Dehna — stanowi mechanizm tlumaczenia geometrii zespolonej na topologie czterowymiarowa.

W tym jezyku degeneracja nie jest porazka, lecz informacja. Cykl znikajacy, ktory w regularnym
wloknie jest petla, a w osobliwym kurczy sie do punktu, koduje zmiane topologicznga. Monodromia
zapisuje zachowanie rodziny widkien przy obchodzeniu osobliwo$ci. Obrot Dehna staje sie literg w

alfabecie przejsc.
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Wiasnie dlatego twierdzenia Kasa, Moishezona i Matsumoto majg tak duze znaczenie: dowodza
one, ze typ dyfeomorfizmu powierzchni eliptycznych bez wldkien wielokrotnych mozna uchwycié

przez konkretne dane, takie jak charakterystyka Eulera i rodzaj bazy.

Trzecim biegunem jest wymiar cztery. W calej tej historii nie jest on przypadkowa scena, lecz
miejscem szczegdlnego napiecia miedzy struktura gladka, topologia, zespolonoécia a
symplektycznoscia. Fenomen ten wyraznie wida¢ w konstrukcjach nie-kdhlerowskich struktur
zespolonych na R2n. Dla n=1 odpowiedZ na pytanie o takie struktury jest negatywna. Dla n>3
dziala klasyczna konstrukcja Calabiego-Eckmanna na iloczynach nieparzystowymiarowych sfer, z
ktoérych po wycieciu komorki otrzymuje sie przestrzenie euklidesowe wyposazone w strukture nie-
kahlerowska. Natomiast R4, czyli wymiar zespolony dwa, wymaga osobnej, subtelniejszej
konstrukeji. Tu pojawia sie praca Di Scali, Kasuyi i Zuddasa, oparta na szkielecie rozwloknienia

Matsumoto-Fukayi.

Konstrukcja ta laczy model otoczenia osobliwego wlokna eliptycznego typu I1 z iloczynem
holomorficznego pierécienia i dysku, a nastepnie skleja te fragmenty w powierzchnie E(p1,p2),
dyfeomorficzna z R4. Tak uzyskana przestrzen posiada holomorficzne rozwloknienie nad CP1, a jej
wlokna sa krzywymi eliptycznymi, osobliwym wléknem typu I1 albo holomorficznymi
pierScieniami. Najmocniejszy wniosek brzmi: na R4 istnieje nieprzeliczalnie wiele parami nie-

biholomorficznych nie-kahlerowskich struktur zespolonych. To twierdzenie ma sile zmiany intuicji.

Od rygoru przestrzeni Steina do elastycznosci brzegéw

kontaktowych

$\mathbb{R}"4$ wydaje sie przestrzenia prosta, euklidesowa i elementarna. Jednak prosta
topologia nie oznacza jednej geometrii zespolonej, ani nawet przeliczalnej rodziny takich geometrii.
To raczej scena, na ktérej mozna zbudowac nieprzeliczalnie wiele struktur, nieréwnowaznych
biholomorficznie. Podwaza to potoczne przekonanie, ze "prosta przestrzen" musi posiadaé prosta

geometrie. Prosta przestrzen moze byc¢ jak pusta kartka: uboga tylko dla tego, kto nie umie pisac.

Czwartym biegunem jest Steinowsko$¢, czyli rygor funkcji holomorficznych. Przestrzen Steina jest
holomorficznie wypukla; posiada funkcje holomorficzne rozdzielajace punkty i dostarczajace
lokalnych wspolrzednych. Twierdzenie Remmerta-Bishopa-Narasimhana mowi, ze kazda
rozmaito$¢ Steina wymiaru $n$ mozna zanurzy¢ jako domknieta podrozmaito$¢ zespolong w $
\mathbb{C}”{2n+1}$, natomiast twierdzenie Grauerta charakteryzuje rozmaito$ci Steina poprzez

istnienie wyczerpujacej, S$ciSle plurisubharmonicznej funkcji. To $wiat, w ktéorym funkcje
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holomorficzne nie sa dodatkiem do struktury, lecz jej zasada organizujaca. Przestrzenie Steina
pokazujg, czym jest pelna analityczna kontrola: funkcje globalne potrafig rozdziela¢ punkty,
budowaé  wspolrzedne i  kontrolowa¢ zwartoéé  holomorficznych — powlok.  Scisle
plurisubharmoniczna funkcja wyczerpujaca nadaje przestrzeni globalny potencjal, a brzeg silnie
pseudowypukly jest poziomica takiej funkcji w kolierzu. W tym $wiecie brzeg nie jest dowolny —
Jest §ladem rygoru wnetrza. I wlasnie dlatego zwykle, wypukle wypelienia holomorficzne sa
restrykcyjne; material Zrodlowy wskazuje, ze w wymiarze trzecim holomorficzna wypehialnosc jest

de facto rownowazna byciu brzegiem rozmaitoS$ci Steina.

Pigtym biegunem jest brzeg kontaktowy. Geometria kontaktowa w wymiarze trzecim pojawia sie
naturalnie jako struktura dziedziczona przez brzeg rozmaitosci zespolone;j. Struktura kontaktowa to
maksymalnie niecalkowalne pole plaszczyzn, lokalnie bedace jadrem formy $\alpha$ spelniajacej $
\alpha \wedge d\alpha \neq 0$. Twierdzenie Darboux moéwi, ze lokalnie wszystkie takie struktury
wygladaja tak samo, a twierdzenie Graya wykazuje stabilnoé¢ struktur kontaktowych wobec
gladkich deformacji na rozmaitoSci zwartej. Te dwa wyniki przesuwaja punkt ciezkosci teorii z
lokalnoéci na globalnosé. Skoro lokalnie nie istnieja niezmienniki, cala powaga kontaktowosci
ujawnia sie w skali globalnej: w wezlach, otwartych ksiegach, chirurgiach oraz strukturach
napietych i przekreconych. Wezly Legendre'a i wezly transwersalne wyrazaja dwa sposoby relacji
krzywej do plaszczyzn kontaktowych. Wezel Legendre'a jest wszedzie styczny do plaszczyzny
kontaktowej, podczas gdy wezel transwersalny przecina ja w kazdym punkcie. Ten techniczny
podzial staje sie poOzniej zasada konstrukcyjng: w Steinowskiej konstrukeji Eliashberga raczki
dokleja sie wzdluz wezléow Legendre'a, natomiast w konstrukeji Kasuyi i Zuddasa wklesta raczka
holomorficzna doklejana jest wzdluz wezla transwersalnego. To nie jest wymiana slownika. To
przejscie z jednej logiki brzegu do drugiej. Sz6stym biegunem jest silna pseudowklestos¢ — to tutaj

ksigzka Kasuyi osigga swdj najbardziej wyrazisty rezultat.

Uniwersalna realizowalnos¢ wypetnien w obszarze

silnej pseudowklestosci

Rozmaito§¢ silnie pseudowklesta znajduje sie powyzej poziomu zerowego SciSle
plurisubharmonicznej funkeji definiujacej, a jej brzeg indukuje ujemna strukture kontaktows.
Wkleste wypelienie holomorficzne jest z kolei silnie pseudowklesla powierzchnia, ktérej brzeg
pozostaje kontaktomorficzny z (-M,§), gdzie (M,) to dodatnia zwarta trojwymiarowa rozmaito$c¢
kontaktowa. Kluczowy wynik wskazuje, ze kazda taka rozmaito$¢ dopuszcza nieskonczenie wiele

wklestych wypelnien holomorficznych.
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W tym punkcie cala wczesniejsza architektura staje sie czytelna. Po stronie pseudowypuklej
wypelialno$¢ jest restrykcyjna; po stronie pseudowkleslej mamy do czynienia z uniwersalng
realizowalnos$cig. Nie wynika ona jednak z anarchii, lecz z konkretnej konstrukcji: holomorficznego
doklejania dwurgczki, transwersalnych okregéw doklejajacych oraz kontaktowych chirurgii Dehna
(+1) i (-1). Zgodnie z twierdzeniem Dinga i Geigesa dowolne dwie dodatnie rozmaitoSci kontaktowe
mozna polgczyé ciggiem takich operacji. Wylania sie stad gléwna mysl calego wywodu: odwrocenie
brzegu zmienia strukture mozliwos$ci. Pseudowypukloé¢ selekcjonuje, pseudowklestosé¢ realizuje, a
Steinowsko$¢ dyscyplinuje. Wkleste wypelnienie holomorficzne otwiera natomiast droge do
elastycznosci. Podczas gdy kahlerowsko$¢ harmonizuje strukture zespolona, metryczng i
symplektyczng, brak tej cechy dowodzi, ze taka harmonia nie jest warunkiem istnienia bogatej
geometrii zespolonej. Rozwloknienia Lefschetza ucza nas, ze degeneracja moze stac sie narzedziem
klasyfikacji, a konstrukcje na R4 pokazuja, iz prosta topologia potrafi skrywaé nieprzeliczalng

roznorodnos¢ analityczng.

Synteza ta ma rowniez wymiar filozofii matematyki. Nie chodzi tu o przeciwstawienie ,regularnego”
i ,nieregularnego” w kategoriach dobra i zla. Bylby to infantylny moralizm geometryczny, a

matematyka ma juz wystarczajaco duzo trudnoéci bez dopisywania jej katechizmu.

Istota jest raczej zrozumienie dwdch trybéw organizacji. Tryb kdhlerowsko-Steinowski to rezim
maksymalnej zgodno$ci: funkcje, metryka, forma symplektyczna, potencjal plurisubharmoniczny i
brzeg kontaktowy tworza spdjng calo$¢. Tryb nie-kdhlerowsko-pseudowkleslty operuje natomiast
trybem strukturalnej nadwyzki: przestrzenie i brzegi istnieja poza wspomnianym rezimem, lecz nie

poza geometria. S3 mniej postuszne, ale nie mniej rzeczywiste.

Ksigzka Kasuyi wpisuje sie w szerszy nurt wspoOlczesnej matematyki — odejscie od badania
wylacznie obiektéw najbardziej regularnych na rzecz struktur granicznych, elastycznych i
nieklasycznych. Dojrzala matematyka wie, ze centrum teorii czesto najlepiej rozumie sie poprzez jej
wyjatki. RozmaitoS$ci nie-kdhlerowskie definiuja kahlerowskosé¢, pokazujac, czego jej brakuje i co
dzieki niej staje sie mozliwe. Silnie pseudowkleste powierzchnie ujawniaja nature
pseudowypukloéci, obrazujac radykalna zmiane $§wiata po odwrdceniu strony brzegu. Geometria
kontaktowa z kolei redefiniuje brzeg, odbierajac mu status biernej granicy i nadajac mu wlasng

strukture. Co wiecej, cala teoria nieustannie przekracza granice dyscyplinarne.

Analiza zespolona dostarcza funkeji holomorficznych, plurisubharmonicznosci i przestrzeni Steina.
Topologia rézniczkowa wnosi rozwloknienia Lefschetza, raczki, chirurgie oraz szczegolng
wrazliwoé¢ wymiaru cztery. Geometria kontaktowa daje jezyk brzegu: struktury kontaktowe, wezly
Legendre'a i transwersalne, otwarte ksiegi, napietosci i przekrecenia. Geometria symplektyczna

stanowi tlo w postaci form zamknietych i wypelnialnoéci. Zaden z tych jezykéw nie jest
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samowystarczalny; dopiero ich splot tworzy pelny obraz. Waska specjalizacja zapewnia precyzje,
lecz czasem gubi fenomen, podczas gdy interdyscyplinarno$¢ pozbawiona rygoru prowadzi do mgly,

w ktorej wszystko laczy sie ze wszystkim, a w efekcie nic nie wynika z niczego.

Kasuya wskazuje trzecia droge: precyzyjne przejScia miedzy jezykami. Nie ogranicza sie do
ogolnych stwierdzen o powigzaniu topologii z analiza, lecz operuje konkretami: rozwloknieniami
Lefschetza jako odpowiednikiem powierzchni eliptycznych, konstrukcjami Matsumoto-Fukayi dla
R4, chirurgia kontaktowa jako narzedziem transformacji brzegéw oraz holomorficznym

doklejaniem raczki jako realizacja operacji kontaktowych przez powierzchnie pseudowkleste.

Calos¢ posiada rowniez walor dydaktyczny. Uczy, ze definicje nie sa etykietami, lecz narzedziami
przejScia. ,Kiahlerowski” nie oznacza po prostu ,tadny”, a ,nie-kidhlerowski” nie jest synonimem
czego$ ,wadliwego”. ,Pseudowypukly” to nie ,troche wypukly”, ,pseudowklesly” nie znaczy

,odwrdcony i mniej wazny”, a ,kontaktowy” nie oznacza jedynie bycia ,dodatkiem na brzegu”.

Nie-kahlerowskos¢ jako pozytywna tres¢ geometryczna

Kazde z tych pojec¢ pelni okreslong funkcje w wiekszej maszynie teoretycznej. Definicje sa tu jak
czeSci silnika: mozna je wypolerowaé, ale kluczowe jest to, czy skutecznie przenosza ruch.
Najwazniejsza lekcja plynie z relacji miedzy ograniczeniem a mozliwo$cia. W matematyce
ograniczenia nie stanowig przeszkody dla tworczosSci — sg warunkiem jej sensu. Kidhlerowskosé
ogranicza, lecz dzieki temu pozwala formulowaé potezne twierdzenia. Steinowsko$¢ narzuca rygor,
ale w zamian oferuje zanurzenia, funkcje wyczerpujace i kontrole holomorficzna. Pseudowypuklosé
stawia granice, dzieki czemu wiemy, kiedy brzeg moze by¢ granica domeny holomorficznoSci. Z
kolei pseudowklestosé jest elastyczna, lecz jej warto$¢ wynika wlasnie z tego, ze zostala uchwycona

przez rygor konstrukeji. To nie jest swoboda dowolno$ci. To swoboda udowodniona.

Twierdzenie o nieskonczonej liczbie wklesltych wypelien holomorficznych dla kazdej dodatniej
zamknietej trojwymiarowej rozmaito$ci kontaktowej to co§ wiecej niz tylko ,duzy wynik”. To
zmiana perspektywy. Pokazuje, ze po jednej stronie brzegu Swiat moze by¢ selektywny, a po drugiej
uniwersalny; ze ta sama struktura kontaktowa moze by¢ interpretowana przez rézne typy wnetrza.
Dowodzi, ze brzeg nie posiada jednej ontologii — zalezy ona od strony, z ktoérej do niego
podchodzimy. Jesli brzmi to filozoficznie, to dobrze; jesli zbyt filozoficznie, tym lepiej wrocié do

doklejania raczek, bo ono nie pozwala odlecie¢ za wysoko.

Nie-kdhlerowskos¢ jako metoda widzenia: matematyka poza kultem idealnej regularno$ci
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Na koncu drogi trzeba powrdéci¢ do punktu wyjscia, lecz z nowa $wiadomoscia. Tematem nie byty
jedynie ,nie-kdhlerowskie powierzchnie zespolone” i ,silnie pseudowkleste powierzchnie”. Taki
opis bylby formalnie poprawny, ale intelektualnie zbyt waski. W rzeczywistosci chodzi o glebsza
kwestie: o to, jak matematyka rozpoznaje struktury, ktére nie mieszcza sie w klasycznym,
najwygodniejszym modelu regularno$ci, a mimo to nie s3 anomalig. Stanowig one pelnoprawny
obszar poznania. Nie-kdhlerowsko$¢ i pseudowkleslo$é nie sa marginesami teorii — sa narzedziami

odslaniania tego, co niewidoczne z centrum.

Kahlerowsko$¢ przez dlugi czas byla jednym z najbardziej uprzywilejowanych jezykow geometrii
zespolonej. Nic dziwnego: rozmaitoSci Kahlera lacza strukture zespolona, metryke hermitowska i
forme symplektyczna w uklad wyjatkowo harmonijny. W tym $wiecie topologia wspiera analize,
analiza geometrie, a geometria pozwala budowa¢ silne twierdzenia klasyfikacyjne. Taki lad jest
pociagajacy, bo daje poczucie, ze matematyczna rzeczywisto$§¢ ma strukture dobrze zarzadzanej
republiki: prawo jest spdjne, instytucje wspolpracuja, a kazdy niezmiennik wie, do ktérego okienka

ma podej$c. Problem zaczyna sie jednak w momencie, gdy te republike uzna sie za caly kontynent.

Nie-kahlerowskie powierzchnie zespolone dowodza, ze poza ta republik istnieja struktury, ktorych
nie wolno redukowa¢ do samego ,braku”. Powierzchnie Hopfa, Kodairy czy Inoue i Inoue-
Hirzebrucha nie sa jedynie ,nie-Kdhlerami” — tak jak czlowiek nie jest ,nie-urzednikiem”, a kot
snie-psem”, cho¢ wiele instytucji zapewne probowaloby zacza¢ klasyfikacje wlasnie w ten sposob.
Powierzchnie Hopfa naleza do klasy VII, maja $b_1=1$ i uniwersalne nakrycie $\mathbb{C}
~2\setminus\{0\}$; powierzchnie Kodairy (pierwotne lub wtorne) sa klasycznymi przykladami
rozmaitoSci zespolonych i symplektycznych niedopuszczajacych metryki Kahlera; powierzchnie
Inoue wyro6zniaja sie brakiem zwartych krzywych zespolonych, natomiast Inoue-Hirzebrucha

zawieraja specyficzne cykle krzywych wymiernych.

Kazda z tych rodzin posiada wlasna, pozytywna tre$¢ geometryczng. Nalezy to mocno podkreslié:
nie-kiahlerowsko$¢ nie jest pusta negacja, lecz informacja o tym, w jaki sposob struktura zespolona
nie daje sie zsynchronizowaé¢ z zamknieta forma Kidhlera. Czasem przeszkoda ma charakter
topologiczny, jak nieparzysto$¢ pierwszej liczby Bettiego w przypadku zwartych powierzchni
zespolonych. Innym razem jest subtelniejsza, jak obecno$¢ zwartej krzywej zespolonej
reprezentujacej trywialng klase homologii w rozmaitoSci otwartej. W obu przypadkach nie-
kahlerowsko$¢ sygnalizuje: tutaj harmonia trzech porzadkéw nie zachodzi, ale sama struktura nie

znika — zaczyna po prostu méwic¢ innym jezykiem.

Ten inny jezyk staje sie szczego6lnie wyrazny w konstrukeji nie-kdhlerowskich struktur zespolonych
na $\mathbb{R}"4$. Trudno o przestrzen bardziej symbolicznie ,prosta” niz euklidesowe $
\mathbb{R}"4$, a jednak dzieki pracy Di Scali, Kasuyi i Zuddasa okazuje sie, ze mozna na niej
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zbudowac¢ nieprzeliczalnie wiele parami nie-biholomorficznych struktur nie-kahlerowskich.
Konstrukcja oparta na szkielecie rozwloknienia Matsumoto-Fukayi, modelu osobliwego wlokna
eliptycznego typu $I_1$, holomorficznym pierécieniu i dysku prowadzi do powierzchni
$E(\rho_1,\rho_2)$, ktora jest dyfeomorficzna z $\mathbb{R}"4$, lecz analitycznie bogata i nie-
kdhlerowska. To jeden z najwazniejszych momentéw tej opowiesci: topologiczna prostota nie
rozstrzyga o analitycznej jednoznaczno$ci. Mozna dysponowaé przestrzenia dyfeomorficzng z $
\mathbb{R}"4$, a mimo to obdarzona struktura zespolona tak odmienna od standardowego $
\mathbb{C}"28$, ze nie da sie jej sprowadzi¢ do kdhlerowskiego porzadku.

Pseudowklestos¢ jako obszar radykalnej elastycznosci

strukturalnej

To uczy pokory wobec pojecia ,standardowosci”. W matematyce standard jest czesto tylko jednym z
wielu mozliwych porzadkow, tyle ze najlepiej oswojonym. Gdy pojawia sie konstrukcja
niestandardowa, nie nalezy pyta¢ wylacznie o to, dlaczego odbiega od wzorca, lecz raczej: co ten
wzorzec dotad zaslanial? Rozwloknienia Lefschetza pelnia w tym procesie role mechanizmu

translacyjnego.

Pozwalaja one przej$c od geometrii zespolonej do topologii rézniczkowej i z powrotem. Ich lokalne
osobliwosci, cykle znikajace i monodromie w postaci obrotow Dehna dowodza, ze degeneracja
moze by¢ nos$nikiem struktury. Jest to kluczowe, gdyz klasyczny jezyk regularnosci czesto traktuje
osobliwo$¢ jako problem do usuniecia. Tymczasem w topologii czterowymiarowej i geometrii
zespolonej osobliwo$¢ bywa zrédlem informacji. Nie jest zwykla awarig, lecz skondensowana
wiadomoScia o globalnym ukladzie. Ta sama zasada obowiazuje w teorii brzegéw: brzeg nie stanowi
jedynie dodatku do wnetrza. W rozmaitoSciach silnie pseudowypuklych i pseudowklestych
przechowuje on strukture kontaktowa. Zespolone stycznosci brzegu tworza pole plaszczyzn, ktore w

wymiarze trzecim staje sie autonomicznym obiektem geometrii kontaktowe;.

Tu ponownie klasyczna intuicja zostaje przesunieta. Brzeg nie jest po prostu granicg, na ktorej
konczy sie rozmaito$¢; to miejsce, w ktorym wnetrze przekazuje informacje do innego jezyka
matematycznego. Geometria kontaktowa obrazuje to doskonale: to, co lokalnie jednolite, globalnie
moze by¢ niezwykle zr6znicowane. Twierdzenie Darboux moéwi, ze lokalnie wszystkie struktury
kontaktowe wygladaja tak samo, a twierdzenie Graya wskazuje na stabilno$¢ deformacji na
rozmaito$ciach zwartych. Mimo to globalna teoria struktur kontaktowych pozostaje bogata:
obejmuje wezly Legendre'a i transwersalne, struktury napiete i przekrecone, rozklady na otwarte

ksiegi, teorie powierzchni wypuklych, zbiory dzielace czy chirurgie kontaktowe Dehna.
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To kolejna lekcja przeciwko naiwnej lokalnosci. Jezeli wszystko lokalnie wyglada tak samo, réznica
musi tkwi¢ w sposobie globalnego sklejenia. Jak wiadomo nie tylko matematykom, jest to zwykle
miejsce, gdzie zaczyna sie prawdziwa polityka struktury. Najbardziej spektakularny rezultat
pojawia sie po stronie pseudowkleslej. Kasuya i Zuddas wykazuja, ze kazda dodatnia, zamknieta
trojwymiarowa rozmaito$§¢ kontaktowa dopuszcza nieskonczenie wiele wklestych wypeklien
holomorficznych. Twierdzenie to stanowi lustrzany kontrapunkt wobec restrykcyjnoséci wypeklien
pseudowypuklych i Steinowskich. W $wiecie pseudowypuklym nie kazdy brzeg moze zostaé
wypeliony; w §wiecie pseudowklestym kazdy dodatni kontaktowy brzeg moze zosta¢ zrealizowany,
i to na nieskonczenie wiele sposobow. Odwrdcenie strony brzegu zmienia wiec nie tylko znak, ale

caly ustréj problemu. Mechanizm tego dowodu jest réwnie istotny, co sam wynik.

Kasuya i Zuddas opracowuja metode holomorficznego doklejania dwuraczki do silnie
pseudowkleslego brzegu. Konstrukecja ta przypomina klasyczne handle attaching Eliashberga dla
rozmaito$ci Steina, lecz r6zni sie w punkcie decydujacym: u Eliashberga wypukla raczka z
catkowicie rzeczywistym dyskiem jako rdzeniem doklejana jest wzdtuz wezla Legendre'a, natomiast
u Kasuyi i Zuddasa wklesla raczka holomorficzna posiada rdzen w postaci dysku holomorficznego i

jest doklejana wzdluz wezta transwersalnego.

Logika realizacji kontra logika selekcji

Ta roznica obrazuje przejécie od sztywnosci do elastycznos$ci. Dzieki transwersalnemu okregowi
doklejajgcemu konstrukcja realizuje obie kontaktowe chirurgie Dehna: (+1) oraz (—1). Nastepnie, w
oparciu o twierdzenie Dinga i Geigesa, wedlug ktorego kazda pare dodatnich rozmaitosci
kontaktowych mozna polaczy¢ ciggiem takich chirurgii, uzyskuje sie wypeklienie dla dowolnej
zadanej struktury kontaktowej. Wynik globalny powstaje tu z precyzyjnego zestawienia lokalnej
konstrukeji, operacji topologicznej i twierdzenia Kklasyfikacyjno-transformacyjnego. Silna
pseudowklestosé dowodzi, ze brzeg moze by¢ nie tylko ograniczeniem, lecz takze generatorem. W
przypadku pseudowypukloéci brzeg testuje, czy wnetrze moze byé¢ Steinowskie lub holomorficznie
wypukle; w pseudowkleslo$ci staje sie on punktem wyjscia do konstrukeji wnetrza. Réznica ta ma
znaczenie wykraczajace poza sama terminologie. W pierwszym przypadku mamy logike selekcji:
tylko niektore struktury kontaktowe speliaja warunki wypelnialnosci. W drugim dominuje logika
realizacji: kazda dodatnia zamknieta struktura kontaktowa moze by¢ brzegiem wklestej

powierzchni holomorficznej. To dwa rozne style geometrii.

Jednoczesnie Kasuya nie pozwala zamieni¢ elastyczno$ci w banalny triumf. Ostatnim poziomem

analizy jest pytanie o kdhlerowsko$¢ wypelnien wklestych. Material zrodlowy wskazuje, ze wkleste
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wypehienia holomorficzne mozna skonstruowac tak, aby byly kahlerowskie lub nie-kahlerowskie.
Co wiecej, jesli wyjéciowa powierzchnia jest kidhlerowska i posiada silnie pseudowklesly brzeg,
forme Kihlera mozna gladko przedluzy¢ na doklejona wklesla raczke holomorficzna, pod
warunkiem, ze raczka zostanie doklejona odpowiednio blisko granicy. Oznacza to, ze elastyczno$c¢

pseudowkleslej konstrukeji nie musi niszczy¢ struktury kdhlerowskiej.

Nie oznacza to jednak automatycznego powrotu do $wiata Steina. Stad kluczowe znaczenie
problemu otwartego: czy z faktu dopuszczania wklestego wypelnienia Kéhlera wynika
wypehialno$¢ w sensie Steina? Pytanie to dotyka przeciecia trzech porzadkoéw: kiahlerowskiej
dyscypliny, pseudowkleslej elastycznosci i Steinowskiej wypemhialnosci. Gdyby odpowiedz byla
twierdzaca, oznaczaloby to, ze kahlerowsko$¢ po stronie wklestej niesie ukryta informacje o
mozliwoéci wypuklego wypekhienia. OdpowiedZz negatywna jeszcze mocniej rozdzielitaby dwa
Swiaty brzegowej geometrii. Sam fakt, ze problem pozostaje otwarty, dowodzi, iz teoria nie zostala
wyczerpana przez twierdzenie o elastyczno$ci. Nie wszystko zostaje domkniete; niektore przejécia
sa udowodnione, inne pozostaja pytaniami. Dobry artykul naukowy nie powinien udawac, ze mapa
jest pela, kiedy na jej brzegu widac jeszcze biale plamy. Wlaénie te biale plamy sa czesto
najciekawsze. Problem wklestych wypelnien Kéhlera i Steinowskiej wypelnialnoéci nie jest luka w

narracji, lecz zaproszeniem do dalszych badan.

Geometria zespolona jako dynamiczne napiecie miedzy

rygorem a elastycznoscia

Gdyby sprobowaé ujaé sens calego wywodu w jednym zdaniu, brzmialoby ono tak: geometria
zespolona nie jest teoria jednego ideatlu regularno$ci, lecz nauka o wielu sposobach organizowania
struktury, z ktérych kahlerowsko$c¢ i Steinowsko$¢ sa szczegolnie silne, ale nie jedyne. Powierzchnie
nie-kahlerowskie oraz silnie pseudowklesle brzegi dowodza, ze poza klasycznym centrum istnieje
obszar bogaty konstrukcyjnie i gleboko powigzany z topologia czterowymiarowa oraz geometria

kontaktowa.

To nie jest przypis do glownego tekstu, lecz rozdzial, bez ktérego calos¢ stalaby sie zbyt pewna
siebie. Cala teoria uczy nowoczesnego rozumienia relacji miedzy lokalnoScia a globalnoS$cia.
Lokalnie struktury kontaktowe s3 standardowe, ale globalnie tworza zlozony $wiat. Lokalnie
osobliwoSci Lefschetza maja prosty model, lecz ich globalne monodromie klasyfikuja
rozwldknienia. Lokalnie rozmaito$¢ zespolona przypomina $\mathbb{C}"n$, jednak w skali
globalnej moze by¢ nie-kdhlerowska, Steinowska, pseudowypukla, pseudowklesla, eliptyczna lub

posiada¢ zaskakujace krzywe homologicznie trywialne. Matematyka powtarza tu jedna lekcje:
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lokalna poprawno$¢ nie gwarantuje globalnej prawdy. To wniosek o duzej sile réwniez poza
matematyka, cho¢ nie trzeba go na sile zamienia¢ w publicystyczna metafore. Wystarczy stwierdzic,
ze geometria zespolona ukazuje strukturalny sens granic, wyjatkow i degeneracji. Granica moze by¢
no$nikiem informacji, wyjatek odslania¢ definicje centrum, a degeneracja kodowa¢ zmiane

globalna.

Elastyczno$¢ moze by¢ rygorystycznie skonstruowana, a prostota topologiczna skrywaé¢ wielo$é
analityczna. To twierdzenia matematyczne, ktére brzmia jak zasady poprawnego myslenia w ogole.
Naohiko Kasuya, prowadzac czytelnika przez nie-kdahlerowskie i silnie pseudowkleste powierzchnie
zespolone, nie tylko porzadkuje specjalistyczny obszar, ale pokazuje styl mySlenia, w ktorym

klasyczna teoria nie zostaje odrzucona, lecz przekroczona poprzez wlasne granice.

Klasyfikacja Kodairy pozostaje fundamentem, przestrzenie Steina wzorem rygoru, a rozmaitoSci
Kahlera miejscem harmonii. Warto jednak bada¢ to, co nie-kdhlerowskie i pseudowkleste — nie po
to, by zastapi¢ centrum marginesem, lecz aby centrum przestalo myli¢ wlasng wygode z pehia
rzeczywistosci. To najwazniejsza warto$¢ calej rekonstrukeji. Matematyka rozwija sie bowiem nie
tylko przez poglebianie tego, co regularne, ale i przez odwazne pytania o obiekty, ktore klasyczny
aparat opisuje z trudem. Nie-kdhlerowskie struktury na $\mathbb{R}"4$, achiralne rozwloknienia
Lefschetza, kontaktowe chirurgie Dehna, wklesle raczki holomorficzne i silnie pseudowkleste
wypehienia sa przykladami takiego przesuniecia. Tam, gdzie dawna intuicja widziala peryferia,
nowa teoria widzi laboratorium. W finale artykulu nalezy zatem nie tylko podsumowac pojecia, lecz
wskaza¢ ich sens aksjologiczny: warto$¢ precyzji, badania granic i odr6zniania defektu od
alternatywnej struktury, a takze warto$¢ otwartych problemow i konstrukeji poszerzajacych pole
mozliwego. Najlepsza matematyka nie méwi bowiem, ze §wiat jest prosty. Mowi raczej, ze Swiat jest
bardziej uporzadkowany, niz myS$leliSmy, ale ten porzadek nie zawsze ma ksztalt, ktorego

oczekiwali$my.

Naohiko Kasuya, "Non-Kahler Complex Surfaces"

Czy kiahlerowska regularno$¢ jest faktycznie najwyzszym stadium uporzadkowania
przestrzeni, czy moze jedynie wygodnym modelem, ktory przez lata przestanial nam
prawdziwg nature geometrii? By¢ moze to wlasnie w obszarach nie-kahlerowskich i
pseudowklestych, tam gdzie konczy sie analityczny salon, a zaczyna warsztat chirurgii
Dehna, kryje sie pelnia rzeczywistoSci zespolonej. Ostatecznie najwieksza warto$¢
matematyki objawia sie wtedy, gdy odkrywamy, ze $wiat jest uporzadkowany w sposéb

znacznie bardziej intrygujacy, niz pozwalaly nam przypuszcza¢ nasze oczekiwania.
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    "lead_pl": "Artykuł stanowi analityczną podróż poza bezpieczne granice kählerowskiej harmonii i Steinowskiego rygoru, badając obszary geometrii zespolonej, które przez lata traktowano jako peryferyjne lub deficytowe. Główna teza tekstu zakłada, że struktury nie-kählerowskie oraz powierzchnie silnie pseudowklęsłe nie są przejawem geometrycznego chaosu, lecz stanowią laboratorium elastyczności strukturalnej. Autor dowodzi, że brak klasycznej regularności otwiera drogę do fascynujących odkryć: od istnienia nieprzeliczalnej liczby struktur zespolonych na topologicznie prostej przestrzeni $\\mathbb{R}^4$, po możliwość realizacji dowolnej dodatniej rozmaitości kontaktowej jako brzegu nieskończenie wielu wypełnień holomorficznych. Poprzez syntezę analizy zespolonej, topologii czterowymiarowej i geometrii kontaktowej, tekst rzuca wyzwanie intuicji utożsamiającej prostotę topologiczną z jednoznacznością analityczną. W efekcie kählerowskość przestaje być jedynym miernikiem wartości przestrzeni, a staje się jednym z wielu trybów organizacji materii geometrycznej, obok którego współistnieją systemy oparte na logice realizacji i konstrukcyjnej swobodzie.",
    "puenta_pl": "Czy kählerowska regularność jest faktycznie najwyższym stadium uporządkowania przestrzeni, czy może jedynie wygodnym modelem, który przez lata przesłaniał nam prawdziwą naturę geometrii? Być może to właśnie w obszarach nie-kählerowskich i pseudowklęsłych, tam gdzie kończy się analityczny salon, a zaczyna warsztat chirurgii Dehna, kryje się pełnia rzeczywistości zespolonej. Ostatecznie największa wartość matematyki objawia się wtedy, gdy odkrywamy, że świat jest uporządkowany w sposób znacznie bardziej intrygujący, niż pozwalały nam przypuszczać nasze oczekiwania.",
    "short_text": "Artykuł zgłębia napięcie między lokalną gładkością a globalnym rygorem w geometrii zespolonej, koncentrując się na pracach Naohiko Kasuyi. Autor kontrastuje harmonijne rozmaitości Kählera, gdzie analiza i topologia są spójne, z obszarami mniej regularnymi: powierzchniami nie-kählerowskimi i silnie pseudowklęsłymi. Tekst wyjaśnia, że o ile w przypadku powierzchni zwartych mahlerowskość można określić poprzez parzystość pierwszej liczby Bettiego, o tyle w rozmaitościach otwartych sytuacja staje się znacznie bardziej złożona. Analiza wskazuje na głębokie powiązania tych struktur z geometrią kontaktową i symplektyczną, przesuwając punkt ciężkości z klasycznych modeli algebraicznych ku peryferyjnym, trudniej uchwytnym formom geometrii zespolonej."
  },
  "seo": {
    "meta_description": "Odkryj geometrię nie-kählerowską i elastyczność struktur pseudowklęsłych w teorii N. Kasuyi. Poznaj granice analizy zespolonej i topologii 4D. Sprawdź analizę!",
    "slug": "geometria-nie-kahlerowska-struktury-pseudowklesle",
    "keywords": [
      "geometria nie-kählerowska",
      "struktury pseudowklęsłe",
      "rozmaitości Kählera",
      "powierzchnie zespolone",
      "klasyfikacja Kodairy",
      "wymiar algebraiczny",
      "rozwłóknienia Lefschetza",
      "geometria kontaktowa",
      "wypełnienia holomorficzne",
      "chirurgie Dehna",
      "powierzchnie klasy VII",
      "struktura zespolona",
      "topologia różniczkowa",
      "wiązka kanoniczna",
      "pseudowypukłość"
    ]
  },
  "quality": {
    "flesch": 15.4,
    "tone": 0.99
  },
  "processing": {
    "total_tokens": 0
  }
}


[
  {
    "title": "Elliptic Surfaces and Lefschetz Fibrations",
    "tag": "P1",
    "authors_json": "[\"Naohiko Kasuya\"]",
    "journal": "SpringerBriefs in Mathematics",
    "publication_year": 2025,
    "doi": "10.1007/978-981-96-3002-8_3",
    "scholar_url": "https://scholar.google.com/scholar?q=Elliptic+Surfaces+and+Lefschetz+Fibrations+Naohiko+Kasuya",
    "related_author": "Naohiko Kasuya"
  },
  {
    "title": "CR regular embeddings of 𝑆⁴ⁿ⁻¹ in ℂ²ⁿ⁺¹",
    "tag": "P1",
    "authors_json": "[\"Naohiko Kasuya\"]",
    "journal": "Proceedings of the American Mathematical Society",
    "publication_year": 2020,
    "doi": "10.1090/proc/14962",
    "scholar_url": "https://scholar.google.com/scholar?q=CR+regular+embeddings+of+%F0%9D%91%86%E2%81%B4%E2%81%BF%E2%81%BB%C2%B9+in+%E2%84%82%C2%B2%E2%81%BF%E2%81%BA%C2%B9+Naohiko+Kasuya",
    "related_author": "Naohiko Kasuya"
  },
  {
    "title": "Non-Kähler Complex Structures on $$\\mathbb {R}^{2n}$$",
    "tag": "P1",
    "authors_json": "[\"Naohiko Kasuya\"]",
    "journal": "SpringerBriefs in Mathematics",
    "publication_year": 2025,
    "doi": "10.1007/978-981-96-3002-8_4",
    "scholar_url": "https://scholar.google.com/scholar?q=Non-K%C3%A4hler+Complex+Structures+on+%24%24%5Cmathbb+%7BR%7D%5E%7B2n%7D%24%24+Naohiko+Kasuya",
    "related_author": "Naohiko Kasuya"
  },
  {
    "title": "On contact embeddings of contact manifolds in the odd dimensional Euclidean spaces",
    "tag": "P1",
    "authors_json": "[\"Naohiko Kasuya\"]",
    "journal": "International Journal of Mathematics",
    "publication_year": 2015,
    "doi": "10.1142/s0129167x15500457",
    "scholar_url": "https://scholar.google.com/scholar?q=On+contact+embeddings+of+contact+manifolds+in+the+odd+dimensional+Euclidean+spaces+Naohiko+Kasuya",
    "related_author": "Naohiko Kasuya"
  },
  {
    "title": "Strongly Pseudoconcave Surfaces and Their Boundaries",
    "tag": "P1",
    "authors_json": "[\"Naohiko Kasuya\"]",
    "journal": "SpringerBriefs in Mathematics",
    "publication_year": 2025,
    "doi": "10.1007/978-981-96-3002-8_7",
    "scholar_url": "https://scholar.google.com/scholar?q=Strongly+Pseudoconcave+Surfaces+and+Their+Boundaries+Naohiko+Kasuya",
    "related_author": "Naohiko Kasuya"
  },
  {
    "title": "An obstruction for codimension two contact embeddings in the odd dimensional Euclidean spaces",
    "tag": "P1",
    "authors_json": "[\"Naohiko KASUYA\"]",
    "journal": "Journal of the Mathematical Society of Japan",
    "publication_year": 2016,
    "doi": "10.2969/jmsj/06820737",
    "scholar_url": "https://scholar.google.com/scholar?q=An+obstruction+for+codimension+two+contact+embeddings+in+the+odd+dimensional+Euclidean+spaces+Naohiko+Kasuya",
    "related_author": "Naohiko Kasuya"
  },
  {
    "title": "Strongly Pseudoconvex Manifolds",
    "tag": "P1",
    "authors_json": "[\"Naohiko Kasuya\"]",
    "journal": "SpringerBriefs in Mathematics",
    "publication_year": 2025,
    "doi": "10.1007/978-981-96-3002-8_5",
    "scholar_url": "https://scholar.google.com/scholar?q=Strongly+Pseudoconvex+Manifolds+Naohiko+Kasuya",
    "related_author": "Naohiko Kasuya"
  },
  {
    "title": "The Canonical Contact Structure on the Link of a Cusp Singularity",
    "tag": "P1",
    "authors_json": "[\"Naohiko KASUYA\"]",
    "journal": "Tokyo Journal of Mathematics",
    "publication_year": 2014,
    "doi": "10.3836/tjm/1406552427",
    "scholar_url": "https://scholar.google.com/scholar?q=The+Canonical+Contact+Structure+on+the+Link+of+a+Cusp+Singularity+Naohiko+Kasuya",
    "related_author": "Naohiko Kasuya"
  },
  {
    "title": "Preliminaries",
    "tag": "P1",
    "authors_json": "[\"Naohiko Kasuya\"]",
    "journal": "SpringerBriefs in Mathematics",
    "publication_year": 2025,
    "doi": "10.1007/978-981-96-3002-8_1",
    "scholar_url": "https://scholar.google.com/scholar?q=Preliminaries+Naohiko+Kasuya",
    "related_author": "Naohiko Kasuya"
  },
  {
    "title": "Compact Complex Surfaces",
    "tag": "P1",
    "authors_json": "[\"Naohiko Kasuya\"]",
    "journal": "SpringerBriefs in Mathematics",
    "publication_year": 2025,
    "doi": "10.1007/978-981-96-3002-8_2",
    "scholar_url": "https://scholar.google.com/scholar?q=Compact+Complex+Surfaces+Naohiko+Kasuya",
    "related_author": "Naohiko Kasuya"
  }
]


{
  "@graph": [
    {
      "url": "https://dobrepanstwo.org/szkatulka/b1cb67ee-8ef1-4d8b-9476-6988612ba2fa",
      "name": "Non-Kähler geometry and the flexibility of pseudoconcave structures in light of Naohiko Kasuya's theory",
      "@type": "Article",
      "about": [
        {
          "name": "topologia różniczkowa",
          "@type": "Thing",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q1224402",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Differential_topology"
          ]
        }
      ],
      "image": {
        "url": "https://dobrepanstwo.org/og-images/b1cb67ee-8ef1-4d8b-9476-6988612ba2fa.png",
        "@type": "ImageObject",
        "width": 1200,
        "height": 630
      },
      "author": {
        "url": "https://dobrepanstwo.org",
        "name": "Fundacja Dobre Państwo",
        "@type": "Organization",
        "sameAs": [
          "https://www.facebook.com/837666312773011",
          "https://www.threads.net/@fundacja_dobre_panstwo",
          "https://bsky.app/profile/dobrepanstwo.bsky.social",
          "https://fundacjadobrepanstwo.substack.com"
        ]
      },
      "license": "https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/",
      "citation": [
        {
          "name": "Naohiko Kasuya",
          "@type": "Person",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q102443693"
          ],
          "identifier": "A1",
          "affiliation": {
            "name": "Hokkaido University",
            "@type": "Organization"
          },
          "description": {
            "@value": "Naohiko Kasuya is a mathematician and an associate professor at the Faculty of Science, Hokkaido University. He earned his PhD in Mathematical Sciences from the University of Tokyo in 2014. His research primarily focuses on complex geometry, differential topology, and contact geometry, with a particular interest in non-Kähler complex surfaces, strongly pseudoconcave boundaries, and the links of complex hypersurface singularities such as cusp singularities. Kasuya has held academic positions at the University of Tokyo, Aoyama Gakuin University, and Kyoto Sangyo University before joining Hokkaido University. He has contributed extensively to the study of complex structures on 4-dimensional manifolds and the contact structures of singularity links, publishing numerous peer-reviewed articles in journals such as the Journal of Symplectic Geometry and the Transactions of the American Mathematical Society.",
            "@language": "en"
          },
          "additionalType": "InspirationAuthor",
          "description_pl": {
            "@value": "Naohiko Kasuya jest matematykiem i profesorem nadzwyczajnym na Wydziale Nauk Ścisłych Uniwersytetu Hokkaido. W 2014 roku uzyskał tytuł doktora nauk matematycznych na Uniwersytecie Tokijskim. Jego badania koncentrują się głównie na geometrii zespolonej, topologii różniczkowej i geometrii kontaktowej, ze szczególnym uwzględnieniem nie-Kählera powierzchni zespolonych, silnie pseudowklęsłych granic oraz połączeń osobliwości hiperpowierzchniowych, takich jak osobliwości wierzchołkowe. Przed dołączeniem do Uniwersytetu Hokkaido Kasuya zajmował stanowiska naukowe na Uniwersytecie Tokijskim, Uniwersytecie Aoyama Gakuin i Uniwersytecie Kioto Sangyo. Wniósł znaczący wkład w badania struktur zespolonych na rozmaitościach czterowymiarowych oraz struktur kontaktowych połączeń osobliwych, publikując liczne recenzowane artykuły w czasopismach takich jak „Journal of Symplectic Geometry” i „Transactions of the American Mathematical Society”.",
            "@language": "pl"
          }
        },
        {
          "name": "Naohiko Kasuya",
          "@type": "Person",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q102443693"
          ],
          "identifier": "A1",
          "description": {
            "@value": "Naohiko Kasuya, an Associate Professor in the Department of Mathematics at Hokkaido University, specializes in differential topology, contact geometry, and complex geometry, focusing on non-Kähler complex surfaces. He has authored numerous publications, including co-authored works on non-Kähler complex structures on R4. In 2025, he will publish the book \"Non-Kahler Complex Surfaces\".",
            "@language": "en"
          },
          "additionalType": "InspirationAuthor",
          "description_pl": {
            "@value": "Naohiko Kasuya, profesor nadzwyczajny w Katedrze Matematyki na Uniwersytecie Hokkaido, specjalizuje się w topologii różniczkowej, geometrii kontaktowej i zespolonej, koncentrując się na powierzchniach zespolonych nie-Kählera. Jest autorem wielu publikacji, w tym współautorem prac o nie-Kählerowskich strukturach zespolonych na R4. W 2025 roku wyda książkę \"Non-Kahler Complex Surfaces\".",
            "@language": "pl"
          }
        },
        {
          "name": "Friedrich Hirzebruch",
          "@type": "Person",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q61753",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Friedrich_Hirzebruch"
          ],
          "identifier": "A2",
          "additionalType": "CitedAuthor"
        },
        {
          "name": "Carl Friedrich Gauss",
          "@type": "Person",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q6722",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Carl_Friedrich_Gauss"
          ],
          "identifier": "A2",
          "additionalType": "CitedAuthor"
        },
        {
          "name": "Raghavan Narasimhan",
          "@type": "Person",
          "identifier": "A2",
          "additionalType": "CitedAuthor"
        },
        {
          "name": "Carl Ludwig Siegel",
          "@type": "Person",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q61721",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Carl_Ludwig_Siegel"
          ],
          "identifier": "A2",
          "additionalType": "CitedAuthor"
        },
        {
          "name": "Federigo Enriques",
          "@type": "Person",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q982529",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Federigo_Enriques"
          ],
          "identifier": "A2",
          "additionalType": "CitedAuthor"
        },
        {
          "name": "Guido Castelnuovo",
          "@type": "Person",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q726811",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Guido_Castelnuovo"
          ],
          "identifier": "A2",
          "additionalType": "CitedAuthor"
        },
        {
          "name": "Jean-Pierre Serre",
          "@type": "Person",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q212063",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Jean-Pierre_Serre"
          ],
          "identifier": "A2",
          "additionalType": "CitedAuthor"
        },
        {
          "name": "Solomon Lefschetz",
          "@type": "Person",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q371942",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Solomon_Lefschetz"
          ],
          "identifier": "A2",
          "additionalType": "CitedAuthor"
        },
        {
          "name": "Kunihiko Kodaira",
          "@type": "Person",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q333918",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Kunihiko_Kodaira"
          ],
          "identifier": "A2",
          "additionalType": "CitedAuthor"
        },
        {
          "name": "Bernhard Riemann",
          "@type": "Person",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q42299",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Bernhard_Riemann"
          ],
          "identifier": "A2",
          "additionalType": "CitedAuthor"
        },
        {
          "name": "Anthony Phillips",
          "@type": "Person",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q453600",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Anthony_Phillips"
          ],
          "identifier": "A2",
          "additionalType": "CitedAuthor"
        },
        {
          "name": "Reinhold Remmert",
          "@type": "Person",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q73009",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Reinhold_Remmert"
          ],
          "identifier": "A2",
          "additionalType": "CitedAuthor"
        },
        {
          "name": "Yakov Eliashberg",
          "@type": "Person",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q1399503",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Yakov_Eliashberg"
          ],
          "identifier": "A2",
          "additionalType": "CitedAuthor"
        },
        {
          "name": "William Thurston",
          "@type": "Person",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q333927",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/William_Thurston"
          ],
          "identifier": "A2",
          "additionalType": "CitedAuthor"
        },
        {
          "name": "Martin Bennequin",
          "@type": "Person",
          "identifier": "A2",
          "additionalType": "CitedAuthor"
        },
        {
          "name": "Charles Eckmann",
          "@type": "Person",
          "identifier": "A2",
          "additionalType": "CitedAuthor"
        },
        {
          "name": "Boris Moishezon",
          "@type": "Person",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q2378087",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Boris_Moishezon"
          ],
          "identifier": "A2",
          "additionalType": "CitedAuthor"
        },
        {
          "name": "Yukio Matsumoto",
          "@type": "Person",
          "identifier": "A2",
          "additionalType": "CitedAuthor"
        },
        {
          "name": "Emmanuel Giroux",
          "@type": "Person",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q16064187",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Emmanuel_Giroux"
          ],
          "identifier": "A2",
          "additionalType": "CitedAuthor"
        },
        {
          "name": "Yoichi Miyaoka",
          "@type": "Person",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q8054505",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Yoichi_Miyaoka"
          ],
          "identifier": "A2",
          "additionalType": "CitedAuthor"
        },
        {
          "name": "Masahisa Inoue",
          "@type": "Person",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q21328994",
            "https://ja.wikipedia.org/wiki/%E4%BA%95%E4%B8%8A%E6%94%BF%E4%B9%85"
          ],
          "identifier": "A2",
          "additionalType": "CitedAuthor"
        },
        {
          "name": "Leonhard Euler",
          "@type": "Person",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q7604",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Leonhard_Euler"
          ],
          "identifier": "A2",
          "additionalType": "CitedAuthor"
        },
        {
          "name": "Eugenio Calabi",
          "@type": "Person",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q4922",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Eugenio_Calabi"
          ],
          "identifier": "A2",
          "additionalType": "CitedAuthor"
        },
        {
          "name": "Luca Di Scala",
          "@type": "Person",
          "identifier": "A2",
          "additionalType": "CitedAuthor"
        },
        {
          "name": "Nicola Zuddas",
          "@type": "Person",
          "identifier": "A2",
          "additionalType": "CitedAuthor"
        },
        {
          "name": "Errett Bishop",
          "@type": "Person",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q1361544",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Errett_Bishop"
          ],
          "identifier": "A2",
          "additionalType": "CitedAuthor"
        },
        {
          "name": "Yum-Tong Siu",
          "@type": "Person",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q329158",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Yum-Tong_Siu"
          ],
          "identifier": "A2",
          "additionalType": "CitedAuthor"
        },
        {
          "name": "Kenji Fukaya",
          "@type": "Person",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q3182153",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Kenji_Fukaya"
          ],
          "identifier": "A2",
          "additionalType": "CitedAuthor"
        },
        {
          "name": "Hans Grauert",
          "@type": "Person",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q78091",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Hans_Grauert"
          ],
          "identifier": "A2",
          "additionalType": "CitedAuthor"
        },
        {
          "name": "Kazuhiro Kas",
          "@type": "Person",
          "identifier": "A2",
          "additionalType": "CitedAuthor"
        },
        {
          "name": "John Milnor",
          "@type": "Person",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q215765",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/John_Milnor"
          ],
          "identifier": "A2",
          "additionalType": "CitedAuthor"
        },
        {
          "name": "De Oliveira",
          "@type": "Person",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q57849588"
          ],
          "identifier": "A2",
          "additionalType": "CitedAuthor"
        },
        {
          "name": "Hans Geiges",
          "@type": "Person",
          "identifier": "A2",
          "additionalType": "CitedAuthor"
        },
        {
          "name": "Alois Kasa",
          "@type": "Person",
          "identifier": "A2",
          "additionalType": "CitedAuthor"
        },
        {
          "name": "Bogomolov",
          "@type": "Thing",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q890642",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Bogomolov"
          ],
          "identifier": "A2",
          "additionalType": "CitedAuthor"
        },
        {
          "name": "Max Dehn",
          "@type": "Person",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q61732",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Max_Dehn"
          ],
          "identifier": "A2",
          "additionalType": "CitedAuthor"
        },
        {
          "name": "Fan Ding",
          "@type": "Person",
          "identifier": "A2",
          "additionalType": "CitedAuthor"
        },
        {
          "name": "Darboux",
          "@type": "Person",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q164784",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Jean_Gaston_Darboux"
          ],
          "identifier": "A2",
          "additionalType": "CitedAuthor"
        },
        {
          "name": "Gray",
          "@type": "Person",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q191963",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/John_Edward_Gray"
          ],
          "identifier": "A2",
          "additionalType": "CitedAuthor"
        },
        {
          "name": "José Luis Cisneros-Molina",
          "@type": "Person",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q102251891"
          ],
          "identifier": "A3",
          "additionalType": "CoAuthor"
        },
        {
          "name": "Fabrizio Catanese",
          "@type": "Person",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q15456268",
            "https://de.wikipedia.org/wiki/Fabrizio_Catanese"
          ],
          "identifier": "A3",
          "additionalType": "CoAuthor"
        },
        {
          "name": "Wolfgang Ebeling",
          "@type": "Person",
          "identifier": "A3",
          "additionalType": "CoAuthor"
        },
        {
          "name": "Alan Huckleberry",
          "@type": "Person",
          "identifier": "A3",
          "additionalType": "CoAuthor"
        },
        {
          "name": "Thomas Peternell",
          "@type": "Person",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q15622258",
            "https://commons.wikimedia.org/wiki/Category:Thomas_Peternell_(mathematician)"
          ],
          "identifier": "A3",
          "additionalType": "CoAuthor"
        },
        {
          "name": "Tihomir Petrov",
          "@type": "Person",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q102245083"
          ],
          "identifier": "A3",
          "additionalType": "CoAuthor"
        },
        {
          "name": "Yuri Tschinkel",
          "@type": "Person",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q2601947",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Yuri_Tschinkel"
          ],
          "identifier": "A3",
          "additionalType": "CoAuthor"
        },
        {
          "name": "Hélène Esnault",
          "@type": "Person",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q104173",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/H%C3%A9l%C3%A8ne_Esnault"
          ],
          "identifier": "A3",
          "additionalType": "CoAuthor"
        },
        {
          "name": "Lê Dũng Tráng",
          "@type": "Person",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q15694557",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/L%C3%AA_D%C5%A9ng_Tr%C3%A1ng"
          ],
          "identifier": "A3",
          "additionalType": "CoAuthor"
        },
        {
          "name": "Knut Smoczyk",
          "@type": "Person",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q102181208"
          ],
          "identifier": "A3",
          "additionalType": "CoAuthor"
        },
        {
          "name": "Felipe Cano",
          "@type": "Person",
          "identifier": "A3",
          "additionalType": "CoAuthor"
        },
        {
          "name": "Klaus Hulek",
          "@type": "Person",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q15456281",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Klaus_Hulek"
          ],
          "identifier": "A3",
          "additionalType": "CoAuthor"
        },
        {
          "name": "José Seade",
          "@type": "Person",
          "identifier": "A3",
          "additionalType": "CoAuthor"
        },
        {
          "name": "Non-Kahler Complex Surfaces",
          "@type": "Book",
          "image": "http://books.google.com/books/content?id=H4MI0QEACAAJ&printsec=frontcover&img=1&zoom=1&source=gbs_api",
          "publisher": {
            "name": "Springer Nature",
            "@type": "Organization"
          },
          "identifier": "B1",
          "datePublished": "2025.0",
          "additionalType": "InspirationBook"
        },
        {
          "url": "https://scholar.google.com/scholar?q=Kodaira+vanishing+theorem+Kunihiko+Kodaira",
          "name": "Kodaira vanishing theorem",
          "@type": "Thing",
          "genre": [],
          "author": [
            {
              "name": "Kunihiko Kodaira",
              "@type": "Person"
            }
          ],
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q2518048",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Kodaira_vanishing_theorem"
          ],
          "identifier": "B3",
          "additionalType": "CitedAuthorBook"
        },
        {
          "url": "https://scholar.google.com/scholar?q=Enriques%E2%80%93Kodaira+classification+Kunihiko+Kodaira",
          "name": "Enriques–Kodaira classification",
          "@type": "Thing",
          "genre": [],
          "author": [
            {
              "name": "Kunihiko Kodaira",
              "@type": "Person"
            }
          ],
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q2584390",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Enriques%E2%80%93Kodaira_classification"
          ],
          "identifier": "B3",
          "additionalType": "CitedAuthorBook"
        },
        {
          "url": "https://scholar.google.com/scholar?q=Bochner%E2%80%93Kodaira%E2%80%93Nakano+identity+Kunihiko+Kodaira",
          "name": "Bochner–Kodaira–Nakano identity",
          "@type": "Thing",
          "genre": [],
          "author": [
            {
              "name": "Kunihiko Kodaira",
              "@type": "Person"
            }
          ],
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q4936245",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Bochner%E2%80%93Kodaira%E2%80%93Nakano_identity"
          ],
          "identifier": "B3",
          "additionalType": "CitedAuthorBook"
        },
        {
          "url": "https://scholar.google.com/scholar?q=Hirzebruch+surface+Friedrich+Hirzebruch",
          "name": "Hirzebruch surface",
          "@type": "Thing",
          "genre": [],
          "author": [
            {
              "name": "Friedrich Hirzebruch",
              "@type": "Person"
            }
          ],
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q11926170",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Hirzebruch_surface"
          ],
          "identifier": "B3",
          "additionalType": "CitedAuthorBook"
        },
        {
          "url": "https://scholar.google.com/scholar?q=Atiyah%E2%80%93Hirzebruch+spectral+sequence+Friedrich+Hirzebruch",
          "name": "Atiyah–Hirzebruch spectral sequence",
          "@type": "Thing",
          "genre": [],
          "author": [
            {
              "name": "Friedrich Hirzebruch",
              "@type": "Person"
            }
          ],
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q17004665",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Atiyah%E2%80%93Hirzebruch_spectral_sequence"
          ],
          "identifier": "B3",
          "additionalType": "CitedAuthorBook"
        },
        {
          "url": "https://scholar.google.com/scholar?q=Grothendieck%E2%80%93Hirzebruch%E2%80%93Riemann%E2%80%93Roch+theorem+Friedrich+Hirzebruch",
          "name": "Grothendieck–Hirzebruch–Riemann–Roch theorem",
          "@type": "Thing",
          "genre": [],
          "author": [
            {
              "name": "Friedrich Hirzebruch",
              "@type": "Person"
            }
          ],
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q1899432",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Grothendieck%E2%80%93Riemann%E2%80%93Roch_theorem"
          ],
          "identifier": "B3",
          "additionalType": "CitedAuthorBook"
        },
        {
          "url": "https://scholar.google.com/scholar?q=Castelnuovo%27s+contraction+theorem+Guido+Castelnuovo",
          "name": "Castelnuovo's contraction theorem",
          "@type": "Thing",
          "genre": [],
          "author": [
            {
              "name": "Guido Castelnuovo",
              "@type": "Person"
            }
          ],
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q25303824",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Castelnuovo%27s_contraction_theorem"
          ],
          "identifier": "B3",
          "additionalType": "CitedAuthorBook"
        },
        {
          "url": "https://scholar.google.com/scholar?q=Castelnuovo%E2%80%93de+Franchis+theorem+Guido+Castelnuovo",
          "name": "Castelnuovo–de Franchis theorem",
          "@type": "Thing",
          "genre": [],
          "author": [
            {
              "name": "Guido Castelnuovo",
              "@type": "Person"
            }
          ],
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q5049717",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Castelnuovo%E2%80%93de_Franchis_theorem"
          ],
          "identifier": "B3",
          "additionalType": "CitedAuthorBook"
        },
        {
          "url": "https://scholar.google.com/scholar?q=Local+Fields+Jean-Pierre+Serre",
          "name": "Local Fields",
          "@type": "Book",
          "genre": [],
          "author": [
            {
              "name": "Jean-Pierre Serre",
              "@type": "Person"
            }
          ],
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q6664008",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Local_Fields"
          ],
          "identifier": "B3",
          "additionalType": "CitedAuthorBook"
        },
        {
          "url": "https://scholar.google.com/scholar?q=Serre%27s+conjecture+II+Jean-Pierre+Serre",
          "name": "Serre's conjecture II",
          "@type": "Thing",
          "genre": [],
          "author": [
            {
              "name": "Jean-Pierre Serre",
              "@type": "Person"
            }
          ],
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q17103221",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Serre%27s_conjecture_II"
          ],
          "identifier": "B3",
          "additionalType": "CitedAuthorBook"
        },
        {
          "url": "https://scholar.google.com/scholar?q=Serre%27s+theorem+on+affineness+Jean-Pierre+Serre",
          "name": "Serre's theorem on affineness",
          "@type": "Thing",
          "genre": [],
          "author": [
            {
              "name": "Jean-Pierre Serre",
              "@type": "Person"
            }
          ],
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q25098884",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Serre%27s_theorem_on_affineness"
          ],
          "identifier": "B3",
          "additionalType": "CitedAuthorBook"
        },
        {
          "url": "https://scholar.google.com/scholar?q=Riemann+sum+Bernhard+Riemann",
          "name": "Riemann sum",
          "@type": "Thing",
          "genre": [],
          "author": [
            {
              "name": "Bernhard Riemann",
              "@type": "Person"
            }
          ],
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q1156903",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Riemann_sum"
          ],
          "identifier": "B3",
          "additionalType": "CitedAuthorBook"
        },
        {
          "url": "https://scholar.google.com/scholar?q=Ueber+die+Hypothesen%2C+welche+der+Geometrie+zu+Grunde+liegen+Bernhard+Riemann",
          "name": "Ueber die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grunde liegen",
          "@type": "Book",
          "genre": [],
          "author": [
            {
              "name": "Bernhard Riemann",
              "@type": "Person"
            }
          ],
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q123410108"
          ],
          "identifier": "B3",
          "additionalType": "CitedAuthorBook"
        },
        {
          "url": "https://scholar.google.com/scholar?q=Schwere%2C+Elektricit%C3%A4t+und+Magnetismus+Bernhard+Riemann",
          "name": "Schwere, Elektricität und Magnetismus",
          "@type": "Book",
          "genre": [],
          "author": [
            {
              "name": "Bernhard Riemann",
              "@type": "Person"
            }
          ],
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q12897171",
            "https://commons.wikimedia.org/wiki/Schwere,_Elektricit%C3%A4t_und_Magnetismus"
          ],
          "identifier": "B3",
          "additionalType": "CitedAuthorBook"
        },
        {
          "url": "https://scholar.google.com/scholar?q=General+investigations+of+curved+surfaces+of+1827+and+1825+Carl+Friedrich+Gauss",
          "isbn": "9781355442066",
          "name": "General investigations of curved surfaces of 1827 and 1825",
          "@type": "Book",
          "genre": [],
          "image": "http://books.google.com/books/content?id=APvZjwEACAAJ&printsec=frontcover&img=1&zoom=1&source=gbs_api",
          "author": [
            {
              "name": "Carl Friedrich Gauss",
              "@type": "Person"
            }
          ],
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q123409763"
          ],
          "abstract": "This work has been selected by scholars as being culturally important, and is part of the knowledge base of civilization as we know it. This work was reproduced from the original artifact, and remains as true to the original work as possible. Therefore, you will see the original copyright references, library stamps (as most of these works have been housed in our most important libraries around the world), and other notations in the work.This work is in the public domain in the United States of A",
          "publisher": {
            "name": "Palala Press",
            "@type": "Organization"
          },
          "identifier": "B3",
          "additionalType": "CitedAuthorBook"
        },
        {
          "url": "https://scholar.google.com/scholar?q=Euler%27s+four-square+identity+Leonhard+Euler",
          "name": "Euler's four-square identity",
          "@type": "Thing",
          "genre": [],
          "author": [
            {
              "name": "Leonhard Euler",
              "@type": "Person"
            }
          ],
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q1149225",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Euler%27s_four-square_identity"
          ],
          "identifier": "B3",
          "additionalType": "CitedAuthorBook"
        },
        {
          "url": "https://scholar.google.com/scholar?q=Riemann%E2%80%93Siegel+theta+function+Carl+Ludwig+Siegel",
          "name": "Riemann–Siegel theta function",
          "@type": "Thing",
          "genre": [],
          "author": [
            {
              "name": "Carl Ludwig Siegel",
              "@type": "Person"
            }
          ],
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q14769928",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Riemann%E2%80%93Siegel_theta_function"
          ],
          "identifier": "B3",
          "additionalType": "CitedAuthorBook"
        },
        {
          "url": "https://scholar.google.com/scholar?q=Siegel%27s+lemma+Carl+Ludwig+Siegel",
          "name": "Siegel's lemma",
          "@type": "Thing",
          "genre": [],
          "author": [
            {
              "name": "Carl Ludwig Siegel",
              "@type": "Person"
            }
          ],
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q2036267",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Siegel%27s_lemma"
          ],
          "identifier": "B3",
          "additionalType": "CitedAuthorBook"
        },
        {
          "url": "https://scholar.google.com/scholar?q=Siegel+upper+half-space+Carl+Ludwig+Siegel",
          "name": "Siegel upper half-space",
          "@type": "Thing",
          "genre": [],
          "author": [
            {
              "name": "Carl Ludwig Siegel",
              "@type": "Person"
            }
          ],
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q2283003",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Siegel_upper_half-space"
          ],
          "identifier": "B3",
          "additionalType": "CitedAuthorBook"
        },
        {
          "url": "https://scholar.google.com/scholar?q=Lefschetz+manifold+Solomon+Lefschetz",
          "name": "Lefschetz manifold",
          "@type": "Thing",
          "genre": [],
          "author": [
            {
              "name": "Solomon Lefschetz",
              "@type": "Person"
            }
          ],
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q6516732",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Lefschetz_manifold"
          ],
          "identifier": "B3",
          "additionalType": "CitedAuthorBook"
        },
        {
          "url": "https://scholar.google.com/scholar?q=%C5%A0varc%E2%80%93Milnor+lemma+John+Milnor",
          "name": "Švarc–Milnor lemma",
          "@type": "Thing",
          "genre": [],
          "author": [
            {
              "name": "John Milnor",
              "@type": "Person"
            }
          ],
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q11085263",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/%C5%A0varc%E2%80%93Milnor_lemma"
          ],
          "identifier": "B3",
          "additionalType": "CitedAuthorBook"
        },
        {
          "url": "https://scholar.google.com/scholar?q=Milnor+conjecture+John+Milnor",
          "name": "Milnor conjecture",
          "@type": "Book",
          "genre": [],
          "author": [
            {
              "name": "John Milnor",
              "@type": "Person"
            }
          ],
          "identifier": "B3",
          "additionalType": "CitedAuthorBook"
        },
        {
          "url": "https://scholar.google.com/scholar?q=Milnor%E2%80%93Thurston+kneading+theory+John+Milnor",
          "name": "Milnor–Thurston kneading theory",
          "@type": "Thing",
          "genre": [],
          "author": [
            {
              "name": "John Milnor",
              "@type": "Person"
            }
          ],
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q17103861",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Milnor%E2%80%93Thurston_kneading_theory"
          ],
          "identifier": "B3",
          "additionalType": "CitedAuthorBook"
        },
        {
          "url": "https://scholar.google.com/scholar?q=Dehn+invariant+Max+Dehn",
          "name": "Dehn invariant",
          "@type": "Thing",
          "genre": [],
          "author": [
            {
              "name": "Max Dehn",
              "@type": "Person"
            }
          ],
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q30587580",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Dehn_invariant"
          ],
          "identifier": "B3",
          "additionalType": "CitedAuthorBook"
        },
        {
          "url": "https://scholar.google.com/scholar?q=Dehn%27s+lemma+Max+Dehn",
          "name": "Dehn's lemma",
          "@type": "Thing",
          "genre": [],
          "author": [
            {
              "name": "Max Dehn",
              "@type": "Person"
            }
          ],
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q3229337",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Dehn%27s_lemma"
          ],
          "identifier": "B3",
          "additionalType": "CitedAuthorBook"
        },
        {
          "url": "https://scholar.google.com/scholar?q=Dehn+surgery+Max+Dehn",
          "name": "Dehn surgery",
          "@type": "Thing",
          "genre": [],
          "author": [
            {
              "name": "Max Dehn",
              "@type": "Person"
            }
          ],
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q3675173",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Dehn_surgery"
          ],
          "identifier": "B3",
          "additionalType": "CitedAuthorBook"
        },
        {
          "url": "https://scholar.google.com/scholar?q=Theory+of+Complex+Functions+Reinhold+Remmert",
          "isbn": "9781461209393",
          "name": "Theory of Complex Functions",
          "@type": "Book",
          "genre": [],
          "image": "http://books.google.com/books/content?id=kIHlBwAAQBAJ&printsec=frontcover&img=1&zoom=1&edge=curl&source=gbs_api",
          "author": [
            {
              "name": "Reinhold Remmert",
              "@type": "Person"
            }
          ],
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q120969645"
          ],
          "abstract": "A lively and vivid look at the material from function theory, including the residue calculus, supported by examples and practice exercises throughout. There is also ample discussion of the historical evolution of the theory, biographical sketches of important contributors, and citations - in the original language with their English translation - from their classical works. Yet the book is far from being a mere history of function theory, and even experts will find a few new or long forgotten gem",
          "publisher": {
            "name": "Springer Science & Business Media",
            "@type": "Organization"
          },
          "identifier": "B3",
          "additionalType": "CitedAuthorBook"
        },
        {
          "url": "https://scholar.google.com/scholar?q=Bishop%E2%80%93Phelps+theorem+Errett+Bishop",
          "name": "Bishop–Phelps theorem",
          "@type": "Thing",
          "genre": [],
          "author": [
            {
              "name": "Errett Bishop",
              "@type": "Person"
            }
          ],
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q16842437",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Bishop%E2%80%93Phelps_theorem"
          ],
          "identifier": "B3",
          "additionalType": "CitedAuthorBook"
        },
        {
          "url": "https://scholar.google.com/scholar?q=limited+principle+of+omniscience+Errett+Bishop",
          "name": "limited principle of omniscience",
          "@type": "Thing",
          "genre": [],
          "author": [
            {
              "name": "Errett Bishop",
              "@type": "Person"
            }
          ],
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q6549544",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Limited_principle_of_omniscience"
          ],
          "identifier": "B3",
          "additionalType": "CitedAuthorBook"
        },
        {
          "url": "https://scholar.google.com/scholar?q=setoid+Errett+Bishop",
          "name": "setoid",
          "@type": "Thing",
          "genre": [],
          "author": [
            {
              "name": "Errett Bishop",
              "@type": "Person"
            }
          ],
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q7456758",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Setoid"
          ],
          "identifier": "B3",
          "additionalType": "CitedAuthorBook"
        },
        {
          "url": "https://scholar.google.com/scholar?q=Complex+Analysis+in+One+Variable+Raghavan+Narasimhan",
          "name": "Complex Analysis in One Variable",
          "@type": "Book",
          "genre": [],
          "image": "http://books.google.com/books/content?id=Qi3vAAAAMAAJ&printsec=frontcover&img=1&zoom=1&source=gbs_api",
          "author": [
            {
              "name": "Raghavan Narasimhan",
              "@type": "Person"
            }
          ],
          "sameAs": "http://books.google.pl/books?id=Qi3vAAAAMAAJ&dq=inauthor:%22Raghavan+Narasimhan%22+classical+theory+cited+theorems+extremely&hl=&source=gbs_api",
          "abstract": "This book is based on a first-year graduate course I gave three times at the University of Chicago. As it was addressed to graduate students who intended to specialize in mathematics, I tried to put the classical theory of functions of a complex variable in context, presenting proofs and points of view which relate the subject to other branches of mathematics. Complex analysis in one variable is ideally suited to this attempt. Of course, the branches of mathema tics one chooses, and the connecti",
          "publisher": {
            "name": "Springer Science & Business Media",
            "@type": "Organization"
          },
          "identifier": "B3",
          "datePublished": "1985",
          "additionalType": "CitedAuthorBook"
        },
        {
          "url": "https://scholar.google.com/scholar?q=Grauert%E2%80%93Riemenschneider+vanishing+theorem+Hans+Grauert",
          "name": "Grauert–Riemenschneider vanishing theorem",
          "@type": "Thing",
          "genre": [],
          "author": [
            {
              "name": "Hans Grauert",
              "@type": "Person"
            }
          ],
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q16978447",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Grauert%E2%80%93Riemenschneider_vanishing_theorem"
          ],
          "identifier": "B3",
          "additionalType": "CitedAuthorBook"
        },
        {
          "url": "https://scholar.google.com/scholar?q=Andreotti%E2%80%93Grauert+theorem+Hans+Grauert",
          "name": "Andreotti–Grauert theorem",
          "@type": "Thing",
          "genre": [],
          "author": [
            {
              "name": "Hans Grauert",
              "@type": "Person"
            }
          ],
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q57463",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Andreotti%E2%80%93Grauert_theorem"
          ],
          "identifier": "B3",
          "additionalType": "CitedAuthorBook"
        },
        {
          "url": "https://scholar.google.com/scholar?q=Theory+of+Stein+Spaces+Hans+Grauert",
          "name": "Theory of Stein Spaces",
          "@type": "Book",
          "genre": [],
          "image": "http://books.google.com/books/content?id=pAioAAAAIAAJ&printsec=frontcover&img=1&zoom=1&source=gbs_api",
          "author": [
            {
              "name": "Hans Grauert",
              "@type": "Person"
            },
            {
              "name": "R. Remmert",
              "@type": "Person"
            }
          ],
          "sameAs": "http://books.google.pl/books?id=pAioAAAAIAAJ&dq=inauthor:%22Hans+Grauert%22+classical+theory+cited+theorems+extremely&hl=&source=gbs_api",
          "abstract": "1. The classical theorem of Mittag-Leffler was generalized to the case of several complex variables by Cousin in 1895. In its one variable version this says that, if one prescribes the principal parts of a merom orphic function on a domain in the complex plane e, then there exists a meromorphic function defined on that domain having exactly those principal parts. Cousin and subsequent authors could only prove the analogous theorem in several variables for certain types of domains (e. g. product ",
          "publisher": {
            "name": "Springer",
            "@type": "Organization"
          },
          "identifier": "B3",
          "datePublished": "1979",
          "additionalType": "CitedAuthorBook"
        },
        {
          "url": "https://scholar.google.com/scholar?q=The+Moment+of+Truth+Bogomolov",
          "name": "The Moment of Truth",
          "@type": "Thing",
          "genre": [],
          "image": "http://books.google.com/books/content?id=46EvAAAAIAAJ&printsec=frontcover&img=1&zoom=1&source=gbs_api",
          "author": [
            {
              "name": "Vladimir Bogomolov",
              "@type": "Person"
            }
          ],
          "sameAs": [
            "http://books.google.pl/books?id=46EvAAAAIAAJ&dq=inauthor:%22Bogomolov%22+From+earlier+works+including+those&hl=&source=gbs_api",
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q976842",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/The_Moment_of_Truth_(1965_film)"
          ],
          "identifier": "B3",
          "datePublished": "1982",
          "additionalType": "CitedAuthorBook"
        },
        {
          "url": "https://scholar.google.com/scholar?q=Algebraic+Curves+and+One-dimensional+Fields+Bogomolov",
          "isbn": "9780821883488",
          "name": "Algebraic Curves and One-dimensional Fields",
          "@type": "Book",
          "genre": [],
          "image": "http://books.google.com/books/content?id=ypyWte7XFUEC&printsec=frontcover&img=1&zoom=1&edge=curl&source=gbs_api",
          "author": [
            {
              "name": "Fedor Bogomolov",
              "@type": "Person"
            },
            {
              "name": "Tihomir Petrov",
              "@type": "Person"
            }
          ],
          "sameAs": "https://play.google.com/store/books/details?id=ypyWte7XFUEC&source=gbs_api",
          "abstract": "Algebraic curves have many special properties that make their study particularly rewarding. As a result, curves provide a natural introduction to algebraic geometry. In this book, the authors also bring out aspects of curves that are unique to them and emphasize connections with algebra. This text covers the essential topics in the geometry of algebraic curves, such as line bundles and vector bundles, the Riemann-Roch Theorem, divisors, coherent sheaves, and zeroth and firstcohomology groups. Th",
          "publisher": {
            "name": "American Mathematical Soc.",
            "@type": "Organization"
          },
          "identifier": "B3",
          "additionalType": "CitedAuthorBook"
        },
        {
          "url": "https://scholar.google.com/scholar?q=Cohomological+and+Geometric+Approaches+to+Rationality+Problems+Bogomolov",
          "isbn": "9780817649333",
          "name": "Cohomological and Geometric Approaches to Rationality Problems",
          "@type": "Book",
          "genre": [],
          "image": "http://books.google.com/books/content?id=hGDEswEACAAJ&printsec=frontcover&img=1&zoom=1&source=gbs_api",
          "author": [
            {
              "name": "Fedor Bogomolov",
              "@type": "Person"
            },
            {
              "name": "Yuri Tschinkel",
              "@type": "Person"
            }
          ],
          "sameAs": "http://books.google.pl/books?id=hGDEswEACAAJ&dq=inauthor:%22Bogomolov%22+From+earlier+works+including+those&hl=&source=gbs_api",
          "abstract": "Rationality problems link algebra to geometry, and the difficulties involved depend on the transcendence degree of $K$ over $k$, or geometrically, on the dimension of the variety. A major success in 19th century algebraic geometry was a complete solution of the rationality problem in dimensions one and two over algebraically closed ground fields of characteristic zero. Such advances has led to many interdisciplinary applications to algebraic geometry. This comprehensive book consists of surveys ",
          "publisher": {
            "name": "Birkhäuser",
            "@type": "Organization"
          },
          "identifier": "B3",
          "datePublished": "2009",
          "additionalType": "CitedAuthorBook"
        },
        {
          "url": "https://scholar.google.com/scholar?q=Darboux%27s+theorem+Darboux",
          "name": "Darboux's theorem",
          "@type": "Book",
          "genre": [],
          "author": [
            {
              "name": "Darboux",
              "@type": "Person"
            }
          ],
          "identifier": "B3",
          "additionalType": "CitedAuthorBook"
        },
        {
          "url": "https://scholar.google.com/scholar?q=Darboux+cyclide+Darboux",
          "name": "Darboux cyclide",
          "@type": "Thing",
          "genre": [],
          "author": [
            {
              "name": "Darboux",
              "@type": "Person"
            }
          ],
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q131753668",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Darboux_cyclide"
          ],
          "identifier": "B3",
          "additionalType": "CitedAuthorBook"
        },
        {
          "url": "https://scholar.google.com/scholar?q=Darboux+transformation+Darboux",
          "name": "Darboux transformation",
          "@type": "Thing",
          "genre": [],
          "author": [
            {
              "name": "Darboux",
              "@type": "Person"
            }
          ],
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q56297777",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Darboux_transformation"
          ],
          "identifier": "B3",
          "additionalType": "CitedAuthorBook"
        },
        {
          "url": "https://scholar.google.com/scholar?q=Three-dimensional+geometry+and+topology+William+Thurston",
          "isbn": "9781400865321",
          "name": "Three-dimensional geometry and topology",
          "@type": "Book",
          "genre": [],
          "image": "http://books.google.com/books/content?id=5irlDQAAQBAJ&printsec=frontcover&img=1&zoom=1&edge=curl&source=gbs_api",
          "author": [
            {
              "name": "William Thurston",
              "@type": "Person"
            }
          ],
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q134983255"
          ],
          "abstract": "This book develops some of the extraordinary richness, beauty, and power of geometry in two and three dimensions, and the strong connection of geometry with topology. Hyperbolic geometry is the star. A strong effort has been made to convey not just denatured formal reasoning (definitions, theorems, and proofs), but a living feeling for the subject. There are many figures, examples, and exercises of varying difficulty. This book was the origin of a grand scheme developed by Thurston that is now c",
          "publisher": {
            "name": "Princeton University Press",
            "@type": "Organization"
          },
          "identifier": "B3",
          "additionalType": "CitedAuthorBook"
        },
        {
          "url": "https://scholar.google.com/scholar?q=The+geometry+and+topology+of+three-manifolds+William+Thurston",
          "isbn": "9781470463915",
          "name": "The geometry and topology of three-manifolds",
          "@type": "Thing",
          "genre": [],
          "image": "http://books.google.com/books/content?id=dKF9EAAAQBAJ&printsec=frontcover&img=1&zoom=1&edge=curl&source=gbs_api",
          "author": [
            {
              "name": "William Thurston",
              "@type": "Person"
            }
          ],
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q7777011",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/The_geometry_and_topology_of_three-manifolds"
          ],
          "abstract": "William Thurston's work has had a profound influence on mathematics. He connected whole mathematical subjects in entirely new ways and changed the way mathematicians think about geometry, topology, foliations, group theory, dynamical systems, and the way these areas interact. His emphasis on understanding and imagination in mathematical learning and thinking are integral elements of his distinctive legacy. This four-part collection brings together in one place Thurston's major writings, many of ",
          "publisher": {
            "name": "American Mathematical Society",
            "@type": "Organization"
          },
          "identifier": "B3",
          "additionalType": "CitedAuthorBook"
        },
        {
          "url": "https://scholar.google.com/scholar?q=Handbook+of+Geometry+and+Topology+of+Singularities+V%3A+Foliations",
          "isbn": "9783031524813",
          "name": "Handbook of Geometry and Topology of Singularities V: Foliations",
          "@type": "Book",
          "genre": [],
          "image": "http://books.google.com/books/content?id=icoMEQAAQBAJ&printsec=frontcover&img=1&zoom=1&edge=curl&source=gbs_api",
          "author": [
            {
              "name": "Felipe Cano",
              "@type": "Person"
            },
            {
              "name": "José Luis Cisneros-Molina",
              "@type": "Person"
            },
            {
              "name": "Lê Dũng Tráng",
              "@type": "Person"
            },
            {
              "name": "José Seade",
              "@type": "Person"
            }
          ],
          "sameAs": "https://play.google.com/store/books/details?id=icoMEQAAQBAJ&source=gbs_api",
          "abstract": "This is the fifth volume of the Handbook of Geometry and Topology of Singularities, a series which aims to provide an accessible account of the state-of-the-art of the subject, its frontiers, and its interactions with other areas of research. Singularities are ubiquitous in mathematics and science in general, and singularity theory is a crucible where different types of mathematical problems converge, surprising connections are born and simple questions lead to ideas which resonate in other part",
          "publisher": {
            "name": "Springer Nature",
            "@type": "Organization"
          },
          "identifier": "B4",
          "datePublished": "2024",
          "additionalType": "RelatedWork"
        },
        {
          "url": "https://scholar.google.com/scholar?q=Handbook+of+Geometry+and+Topology+of+Singularities+VI%3A+Foliations",
          "isbn": "9783031541728",
          "name": "Handbook of Geometry and Topology of Singularities VI: Foliations",
          "@type": "Book",
          "genre": [],
          "image": "http://books.google.com/books/content?id=2KsPEQAAQBAJ&printsec=frontcover&img=1&zoom=1&edge=curl&source=gbs_api",
          "author": [
            {
              "name": "Felipe Cano",
              "@type": "Person"
            },
            {
              "name": "José Luis Cisneros-Molina",
              "@type": "Person"
            },
            {
              "name": "Lê Dũng Tráng",
              "@type": "Person"
            },
            {
              "name": "José Seade",
              "@type": "Person"
            }
          ],
          "sameAs": "https://play.google.com/store/books/details?id=2KsPEQAAQBAJ&source=gbs_api",
          "abstract": "This is the sixth volume of the Handbook of Geometry and Topology of Singularities, a series which aims to provide an accessible account of the state-of-the-art of the subject, its frontiers, and its interactions with other areas of research. Singularities are ubiquitous in mathematics and science in general, and singularity theory is a crucible where different types of mathematical problems converge, surprising connections are born and simple questions lead to ideas which resonate in other part",
          "publisher": {
            "name": "Springer Nature",
            "@type": "Organization"
          },
          "identifier": "B4",
          "datePublished": "2024",
          "additionalType": "RelatedWork"
        },
        {
          "url": "https://scholar.google.com/scholar?q=Complex+and+Differential+Geometry",
          "isbn": "9783642203008",
          "name": "Complex and Differential Geometry",
          "@type": "Book",
          "genre": [],
          "image": "http://books.google.com/books/content?id=V8CNE_E73HcC&printsec=frontcover&img=1&zoom=1&edge=curl&source=gbs_api",
          "author": [
            {
              "name": "Wolfgang Ebeling",
              "@type": "Person"
            },
            {
              "name": "Klaus Hulek",
              "@type": "Person"
            },
            {
              "name": "Knut Smoczyk",
              "@type": "Person"
            }
          ],
          "sameAs": "https://play.google.com/store/books/details?id=V8CNE_E73HcC&source=gbs_api",
          "abstract": "This volume contains the Proceedings of the conference \"Complex and Differential Geometry 2009\", held at Leibniz Universität Hannover, September 14 - 18, 2009. It was the aim of this conference to bring specialists from differential geometry and (complex) algebraic geometry together and to discuss new developments in and the interaction between these fields. Correspondingly, the articles in this book cover a wide area of topics, ranging from topics in (classical) algebraic geometry through compl",
          "publisher": {
            "name": "Springer Science & Business Media",
            "@type": "Organization"
          },
          "identifier": "B4",
          "datePublished": "2011",
          "additionalType": "RelatedWork"
        },
        {
          "url": "https://scholar.google.com/scholar?q=Global+Aspects+of+Complex+Geometry",
          "isbn": "9783540354802",
          "name": "Global Aspects of Complex Geometry",
          "@type": "Book",
          "genre": [],
          "image": "http://books.google.com/books/content?id=d_0ob8js1O8C&printsec=frontcover&img=1&zoom=1&edge=curl&source=gbs_api",
          "author": [
            {
              "name": "Fabrizio Catanese",
              "@type": "Person"
            },
            {
              "name": "Hélène Esnault",
              "@type": "Person"
            },
            {
              "name": "Alan Huckleberry",
              "@type": "Person"
            },
            {
              "name": "Klaus Hulek",
              "@type": "Person"
            },
            {
              "name": "Thomas Peternell",
              "@type": "Person"
            }
          ],
          "sameAs": "https://play.google.com/store/books/details?id=d_0ob8js1O8C&source=gbs_api",
          "abstract": "This collection of surveys present an overview of recent developments in Complex Geometry. Topics range from curve and surface theory through special varieties in higher dimensions, moduli theory, Kähler geometry, and group actions to Hodge theory and characteristic p-geometry. Written by established experts this book will be a must for mathematicians working in Complex Geometry",
          "publisher": {
            "name": "Springer Science & Business Media",
            "@type": "Organization"
          },
          "identifier": "B4",
          "datePublished": "2006",
          "additionalType": "RelatedWork"
        },
        {
          "url": "https://scholar.google.com/scholar?q=Elliptic+Surfaces+and+Lefschetz+Fibrations+Naohiko+Kasuya",
          "@type": "ScholarlyArticle",
          "author": [
            {
              "name": "Naohiko Kasuya",
              "@type": "Person"
            }
          ],
          "headline": "Elliptic Surfaces and Lefschetz Fibrations",
          "isPartOf": {
            "name": "SpringerBriefs in Mathematics",
            "@type": "Periodical"
          },
          "publisher": {
            "name": "SpringerBriefs in Mathematics",
            "@type": "Organization"
          },
          "identifier": {
            "@type": "PropertyValue",
            "value": "10.1007/978-981-96-3002-8_3",
            "propertyID": "DOI"
          },
          "datePublished": "2025",
          "additionalType": "AuthorPaper"
        },
        {
          "url": "https://scholar.google.com/scholar?q=CR+regular+embeddings+of+%F0%9D%91%86%E2%81%B4%E2%81%BF%E2%81%BB%C2%B9+in+%E2%84%82%C2%B2%E2%81%BF%E2%81%BA%C2%B9+Naohiko+Kasuya",
          "@type": "ScholarlyArticle",
          "author": [
            {
              "name": "Naohiko Kasuya",
              "@type": "Person"
            }
          ],
          "headline": "CR regular embeddings of 𝑆⁴ⁿ⁻¹ in ℂ²ⁿ⁺¹",
          "isPartOf": {
            "name": "Proceedings of the American Mathematical Society",
            "@type": "Periodical"
          },
          "publisher": {
            "name": "Proceedings of the American Mathematical Society",
            "@type": "Organization"
          },
          "identifier": {
            "@type": "PropertyValue",
            "value": "10.1090/proc/14962",
            "propertyID": "DOI"
          },
          "datePublished": "2020",
          "additionalType": "AuthorPaper"
        },
        {
          "url": "https://scholar.google.com/scholar?q=Non-K%C3%A4hler+Complex+Structures+on+%24%24%5Cmathbb+%7BR%7D%5E%7B2n%7D%24%24+Naohiko+Kasuya",
          "@type": "ScholarlyArticle",
          "author": [
            {
              "name": "Naohiko Kasuya",
              "@type": "Person"
            }
          ],
          "headline": "Non-Kähler Complex Structures on $$\\mathbb {R}^{2n}$$",
          "isPartOf": {
            "name": "SpringerBriefs in Mathematics",
            "@type": "Periodical"
          },
          "publisher": {
            "name": "SpringerBriefs in Mathematics",
            "@type": "Organization"
          },
          "identifier": {
            "@type": "PropertyValue",
            "value": "10.1007/978-981-96-3002-8_4",
            "propertyID": "DOI"
          },
          "datePublished": "2025",
          "additionalType": "AuthorPaper"
        },
        {
          "url": "https://scholar.google.com/scholar?q=On+contact+embeddings+of+contact+manifolds+in+the+odd+dimensional+Euclidean+spaces+Naohiko+Kasuya",
          "@type": "ScholarlyArticle",
          "author": [
            {
              "name": "Naohiko Kasuya",
              "@type": "Person"
            }
          ],
          "headline": "On contact embeddings of contact manifolds in the odd dimensional Euclidean spaces",
          "isPartOf": {
            "name": "International Journal of Mathematics",
            "@type": "Periodical"
          },
          "publisher": {
            "name": "International Journal of Mathematics",
            "@type": "Organization"
          },
          "identifier": {
            "@type": "PropertyValue",
            "value": "10.1142/s0129167x15500457",
            "propertyID": "DOI"
          },
          "datePublished": "2015",
          "additionalType": "AuthorPaper"
        },
        {
          "url": "https://scholar.google.com/scholar?q=Strongly+Pseudoconcave+Surfaces+and+Their+Boundaries+Naohiko+Kasuya",
          "@type": "ScholarlyArticle",
          "author": [
            {
              "name": "Naohiko Kasuya",
              "@type": "Person"
            }
          ],
          "headline": "Strongly Pseudoconcave Surfaces and Their Boundaries",
          "isPartOf": {
            "name": "SpringerBriefs in Mathematics",
            "@type": "Periodical"
          },
          "publisher": {
            "name": "SpringerBriefs in Mathematics",
            "@type": "Organization"
          },
          "identifier": {
            "@type": "PropertyValue",
            "value": "10.1007/978-981-96-3002-8_7",
            "propertyID": "DOI"
          },
          "datePublished": "2025",
          "additionalType": "AuthorPaper"
        },
        {
          "url": "https://scholar.google.com/scholar?q=An+obstruction+for+codimension+two+contact+embeddings+in+the+odd+dimensional+Euclidean+spaces+Naohiko+Kasuya",
          "@type": "ScholarlyArticle",
          "author": [
            {
              "name": "Naohiko KASUYA",
              "@type": "Person"
            }
          ],
          "headline": "An obstruction for codimension two contact embeddings in the odd dimensional Euclidean spaces",
          "isPartOf": {
            "name": "Journal of the Mathematical Society of Japan",
            "@type": "Periodical"
          },
          "publisher": {
            "name": "Journal of the Mathematical Society of Japan",
            "@type": "Organization"
          },
          "identifier": {
            "@type": "PropertyValue",
            "value": "10.2969/jmsj/06820737",
            "propertyID": "DOI"
          },
          "datePublished": "2016",
          "additionalType": "AuthorPaper"
        },
        {
          "url": "https://scholar.google.com/scholar?q=Strongly+Pseudoconvex+Manifolds+Naohiko+Kasuya",
          "@type": "ScholarlyArticle",
          "author": [
            {
              "name": "Naohiko Kasuya",
              "@type": "Person"
            }
          ],
          "headline": "Strongly Pseudoconvex Manifolds",
          "isPartOf": {
            "name": "SpringerBriefs in Mathematics",
            "@type": "Periodical"
          },
          "publisher": {
            "name": "SpringerBriefs in Mathematics",
            "@type": "Organization"
          },
          "identifier": {
            "@type": "PropertyValue",
            "value": "10.1007/978-981-96-3002-8_5",
            "propertyID": "DOI"
          },
          "datePublished": "2025",
          "additionalType": "AuthorPaper"
        },
        {
          "url": "https://scholar.google.com/scholar?q=The+Canonical+Contact+Structure+on+the+Link+of+a+Cusp+Singularity+Naohiko+Kasuya",
          "@type": "ScholarlyArticle",
          "author": [
            {
              "name": "Naohiko KASUYA",
              "@type": "Person"
            }
          ],
          "headline": "The Canonical Contact Structure on the Link of a Cusp Singularity",
          "isPartOf": {
            "name": "Tokyo Journal of Mathematics",
            "@type": "Periodical"
          },
          "publisher": {
            "name": "Tokyo Journal of Mathematics",
            "@type": "Organization"
          },
          "identifier": {
            "@type": "PropertyValue",
            "value": "10.3836/tjm/1406552427",
            "propertyID": "DOI"
          },
          "datePublished": "2014",
          "additionalType": "AuthorPaper"
        },
        {
          "url": "https://scholar.google.com/scholar?q=Preliminaries+Naohiko+Kasuya",
          "@type": "ScholarlyArticle",
          "author": [
            {
              "name": "Naohiko Kasuya",
              "@type": "Person"
            }
          ],
          "headline": "Preliminaries",
          "isPartOf": {
            "name": "SpringerBriefs in Mathematics",
            "@type": "Periodical"
          },
          "publisher": {
            "name": "SpringerBriefs in Mathematics",
            "@type": "Organization"
          },
          "identifier": {
            "@type": "PropertyValue",
            "value": "10.1007/978-981-96-3002-8_1",
            "propertyID": "DOI"
          },
          "datePublished": "2025",
          "additionalType": "AuthorPaper"
        },
        {
          "url": "https://scholar.google.com/scholar?q=Compact+Complex+Surfaces+Naohiko+Kasuya",
          "@type": "ScholarlyArticle",
          "author": [
            {
              "name": "Naohiko Kasuya",
              "@type": "Person"
            }
          ],
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q55881519"
          ],
          "headline": "Compact Complex Surfaces",
          "isPartOf": {
            "name": "SpringerBriefs in Mathematics",
            "@type": "Periodical"
          },
          "publisher": {
            "name": "SpringerBriefs in Mathematics",
            "@type": "Organization"
          },
          "identifier": {
            "@type": "PropertyValue",
            "value": "10.1007/978-981-96-3002-8_2",
            "propertyID": "DOI"
          },
          "datePublished": "2025",
          "additionalType": "AuthorPaper"
        }
      ],
      "headline": "Non-Kähler geometry and the flexibility of pseudoconcave structures in light of Naohiko Kasuya's theory",
      "keywords": [
        "non-Kähler geometry",
        "pseudoconvex structures",
        "Kähler manifolds",
        "complex surfaces",
        "Kodaira classification",
        "algebraic dimension",
        "Lefschetz fibrations",
        "contact geometry",
        "holomorphic fillings",
        "Dehn surgeries",
        "class VII surfaces",
        "complex structure",
        "differential topology",
        "canonical bundle",
        "pseudoconvexity"
      ],
      "mentions": [
        {
          "name": "Naohiko Kasuya",
          "@type": "Person",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q102443693"
          ]
        },
        {
          "name": "Naohiko Kasuya",
          "@type": "Person",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q102443693"
          ]
        },
        {
          "name": "Friedrich Hirzebruch",
          "@type": "Person",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q61753",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Friedrich_Hirzebruch"
          ]
        },
        {
          "name": "Carl Friedrich Gauss",
          "@type": "Person",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q6722",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Carl_Friedrich_Gauss"
          ]
        },
        {
          "name": "Carl Ludwig Siegel",
          "@type": "Person",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q61721",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Carl_Ludwig_Siegel"
          ]
        },
        {
          "name": "Federigo Enriques",
          "@type": "Person",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q982529",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Federigo_Enriques"
          ]
        },
        {
          "name": "Guido Castelnuovo",
          "@type": "Person",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q726811",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Guido_Castelnuovo"
          ]
        },
        {
          "name": "Jean-Pierre Serre",
          "@type": "Person",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q212063",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Jean-Pierre_Serre"
          ]
        },
        {
          "name": "Solomon Lefschetz",
          "@type": "Person",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q371942",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Solomon_Lefschetz"
          ]
        },
        {
          "name": "Kunihiko Kodaira",
          "@type": "Person",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q333918",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Kunihiko_Kodaira"
          ]
        },
        {
          "name": "Bernhard Riemann",
          "@type": "Person",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q42299",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Bernhard_Riemann"
          ]
        },
        {
          "name": "Anthony Phillips",
          "@type": "Person",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q453600",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Anthony_Phillips"
          ]
        },
        {
          "name": "Reinhold Remmert",
          "@type": "Person",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q73009",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Reinhold_Remmert"
          ]
        },
        {
          "name": "Yakov Eliashberg",
          "@type": "Person",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q1399503",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Yakov_Eliashberg"
          ]
        },
        {
          "name": "William Thurston",
          "@type": "Person",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q333927",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/William_Thurston"
          ]
        },
        {
          "name": "Boris Moishezon",
          "@type": "Person",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q2378087",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Boris_Moishezon"
          ]
        },
        {
          "name": "Emmanuel Giroux",
          "@type": "Person",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q16064187",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Emmanuel_Giroux"
          ]
        },
        {
          "name": "Yoichi Miyaoka",
          "@type": "Person",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q8054505",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Yoichi_Miyaoka"
          ]
        },
        {
          "name": "Masahisa Inoue",
          "@type": "Person",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q21328994",
            "https://ja.wikipedia.org/wiki/%E4%BA%95%E4%B8%8A%E6%94%BF%E4%B9%85"
          ]
        },
        {
          "name": "Leonhard Euler",
          "@type": "Person",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q7604",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Leonhard_Euler"
          ]
        },
        {
          "name": "Eugenio Calabi",
          "@type": "Person",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q4922",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Eugenio_Calabi"
          ]
        },
        {
          "name": "Errett Bishop",
          "@type": "Person",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q1361544",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Errett_Bishop"
          ]
        },
        {
          "name": "Yum-Tong Siu",
          "@type": "Person",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q329158",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Yum-Tong_Siu"
          ]
        },
        {
          "name": "Kenji Fukaya",
          "@type": "Person",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q3182153",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Kenji_Fukaya"
          ]
        },
        {
          "name": "Hans Grauert",
          "@type": "Person",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q78091",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Hans_Grauert"
          ]
        },
        {
          "name": "John Milnor",
          "@type": "Person",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q215765",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/John_Milnor"
          ]
        },
        {
          "name": "De Oliveira",
          "@type": "Person",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q57849588"
          ]
        },
        {
          "name": "Bogomolov",
          "@type": "Thing",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q890642",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Bogomolov"
          ]
        },
        {
          "name": "Max Dehn",
          "@type": "Person",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q61732",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Max_Dehn"
          ]
        },
        {
          "name": "Darboux",
          "@type": "Person",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q164784",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Jean_Gaston_Darboux"
          ]
        },
        {
          "name": "Gray",
          "@type": "Person",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q191963",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/John_Edward_Gray"
          ]
        },
        {
          "name": "José Luis Cisneros-Molina",
          "@type": "Person",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q102251891"
          ]
        },
        {
          "name": "Fabrizio Catanese",
          "@type": "Person",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q15456268",
            "https://de.wikipedia.org/wiki/Fabrizio_Catanese"
          ]
        },
        {
          "name": "Thomas Peternell",
          "@type": "Person",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q15622258",
            "https://commons.wikimedia.org/wiki/Category:Thomas_Peternell_(mathematician)"
          ]
        },
        {
          "name": "Tihomir Petrov",
          "@type": "Person",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q102245083"
          ]
        },
        {
          "name": "Yuri Tschinkel",
          "@type": "Person",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q2601947",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Yuri_Tschinkel"
          ]
        },
        {
          "name": "Hélène Esnault",
          "@type": "Person",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q104173",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/H%C3%A9l%C3%A8ne_Esnault"
          ]
        },
        {
          "name": "Lê Dũng Tráng",
          "@type": "Person",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q15694557",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/L%C3%AA_D%C5%A9ng_Tr%C3%A1ng"
          ]
        },
        {
          "name": "Knut Smoczyk",
          "@type": "Person",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q102181208"
          ]
        },
        {
          "name": "Klaus Hulek",
          "@type": "Person",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q15456281",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Klaus_Hulek"
          ]
        },
        {
          "name": "Kodaira vanishing theorem",
          "@type": "Thing",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q2518048",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Kodaira_vanishing_theorem"
          ]
        },
        {
          "name": "Enriques–Kodaira classification",
          "@type": "Thing",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q2584390",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Enriques%E2%80%93Kodaira_classification"
          ]
        },
        {
          "name": "Bochner–Kodaira–Nakano identity",
          "@type": "Thing",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q4936245",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Bochner%E2%80%93Kodaira%E2%80%93Nakano_identity"
          ]
        },
        {
          "name": "Hirzebruch surface",
          "@type": "Thing",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q11926170",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Hirzebruch_surface"
          ]
        },
        {
          "name": "Atiyah–Hirzebruch spectral sequence",
          "@type": "Thing",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q17004665",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Atiyah%E2%80%93Hirzebruch_spectral_sequence"
          ]
        },
        {
          "name": "Grothendieck–Hirzebruch–Riemann–Roch theorem",
          "@type": "Thing",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q1899432",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Grothendieck%E2%80%93Riemann%E2%80%93Roch_theorem"
          ]
        },
        {
          "name": "Castelnuovo's contraction theorem",
          "@type": "Thing",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q25303824",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Castelnuovo%27s_contraction_theorem"
          ]
        },
        {
          "name": "Castelnuovo–de Franchis theorem",
          "@type": "Thing",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q5049717",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Castelnuovo%E2%80%93de_Franchis_theorem"
          ]
        },
        {
          "name": "Local Fields",
          "@type": "Book",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q6664008",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Local_Fields"
          ]
        },
        {
          "name": "Serre's conjecture II",
          "@type": "Thing",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q17103221",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Serre%27s_conjecture_II"
          ]
        },
        {
          "name": "Serre's theorem on affineness",
          "@type": "Thing",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q25098884",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Serre%27s_theorem_on_affineness"
          ]
        },
        {
          "name": "Riemann sum",
          "@type": "Thing",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q1156903",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Riemann_sum"
          ]
        },
        {
          "name": "Ueber die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grunde liegen",
          "@type": "Book",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q123410108"
          ]
        },
        {
          "name": "Schwere, Elektricität und Magnetismus",
          "@type": "Book",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q12897171",
            "https://commons.wikimedia.org/wiki/Schwere,_Elektricit%C3%A4t_und_Magnetismus"
          ]
        },
        {
          "name": "General investigations of curved surfaces of 1827 and 1825",
          "@type": "Book",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q123409763"
          ]
        },
        {
          "name": "Euler's four-square identity",
          "@type": "Thing",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q1149225",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Euler%27s_four-square_identity"
          ]
        },
        {
          "name": "Riemann–Siegel theta function",
          "@type": "Thing",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q14769928",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Riemann%E2%80%93Siegel_theta_function"
          ]
        },
        {
          "name": "Siegel's lemma",
          "@type": "Thing",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q2036267",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Siegel%27s_lemma"
          ]
        },
        {
          "name": "Siegel upper half-space",
          "@type": "Thing",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q2283003",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Siegel_upper_half-space"
          ]
        },
        {
          "name": "Lefschetz manifold",
          "@type": "Thing",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q6516732",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Lefschetz_manifold"
          ]
        },
        {
          "name": "Švarc–Milnor lemma",
          "@type": "Thing",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q11085263",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/%C5%A0varc%E2%80%93Milnor_lemma"
          ]
        },
        {
          "name": "Milnor–Thurston kneading theory",
          "@type": "Thing",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q17103861",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Milnor%E2%80%93Thurston_kneading_theory"
          ]
        },
        {
          "name": "Dehn invariant",
          "@type": "Thing",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q30587580",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Dehn_invariant"
          ]
        },
        {
          "name": "Dehn's lemma",
          "@type": "Thing",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q3229337",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Dehn%27s_lemma"
          ]
        },
        {
          "name": "Dehn surgery",
          "@type": "Thing",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q3675173",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Dehn_surgery"
          ]
        },
        {
          "name": "Theory of Complex Functions",
          "@type": "Book",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q120969645"
          ]
        },
        {
          "name": "Bishop–Phelps theorem",
          "@type": "Thing",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q16842437",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Bishop%E2%80%93Phelps_theorem"
          ]
        },
        {
          "name": "limited principle of omniscience",
          "@type": "Thing",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q6549544",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Limited_principle_of_omniscience"
          ]
        },
        {
          "name": "setoid",
          "@type": "Thing",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q7456758",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Setoid"
          ]
        },
        {
          "name": "Grauert–Riemenschneider vanishing theorem",
          "@type": "Thing",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q16978447",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Grauert%E2%80%93Riemenschneider_vanishing_theorem"
          ]
        },
        {
          "name": "Andreotti–Grauert theorem",
          "@type": "Thing",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q57463",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Andreotti%E2%80%93Grauert_theorem"
          ]
        },
        {
          "name": "The Moment of Truth",
          "@type": "Thing",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q976842",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/The_Moment_of_Truth_(1965_film)"
          ]
        },
        {
          "name": "Darboux cyclide",
          "@type": "Thing",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q131753668",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Darboux_cyclide"
          ]
        },
        {
          "name": "Darboux transformation",
          "@type": "Thing",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q56297777",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Darboux_transformation"
          ]
        },
        {
          "name": "Three-dimensional geometry and topology",
          "@type": "Book",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q134983255"
          ]
        },
        {
          "name": "The geometry and topology of three-manifolds",
          "@type": "Thing",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q7777011",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/The_geometry_and_topology_of_three-manifolds"
          ]
        },
        {
          "name": "Compact Complex Surfaces",
          "@type": "ScholarlyArticle",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q55881519"
          ]
        }
      ],
      "publisher": {
        "url": "https://dobrepanstwo.org",
        "logo": {
          "url": "https://dobrepanstwo.org/logo.png",
          "@type": "ImageObject"
        },
        "name": "Fundacja Dobre Państwo",
        "@type": "Organization",
        "sameAs": [
          "https://www.facebook.com/837666312773011",
          "https://www.threads.net/@fundacja_dobre_panstwo",
          "https://bsky.app/profile/dobrepanstwo.bsky.social",
          "https://fundacjadobrepanstwo.substack.com"
        ]
      },
      "wordCount": 13558,
      "inLanguage": [
        "en-US",
        "pl-PL"
      ],
      "articleBody": "The article delves into the tension between local smoothness and global rigor in complex geometry, focusing on the works of Naohiko Kasuya. The author contrasts harmonious Kähler manifolds, where analysis and topology are consistent, with less regular areas: non-Kähler and strongly pseudoconcave surfaces. The text explains that while for compact surfaces Kählerianity can be determined by the parity of the first Betti number, in open manifolds the situation becomes significantly more complex. The analysis points to deep connections between these structures and contact and symplectic geometry, shifting the center of gravity from classical algebraic models toward peripheral, more elusive forms of complex geometry.",
      "description": "Discover non-Kähler geometry and the flexibility of pseudoconcave structures in N. Kasuya's theory. Explore the boundaries of complex analysis and 4D topology. Check out the analysis!",
      "dateModified": "2026-09-12",
      "datePublished": "2026-09-12",
      "mainEntityOfPage": {
        "@id": "https://dobrepanstwo.org/szkatulka/b1cb67ee-8ef1-4d8b-9476-6988612ba2fa",
        "@type": "WebPage"
      },
      "sourceOrganization": [
        {
          "url": "https://openalex.org",
          "name": "OpenAlex",
          "@type": "WebSite",
          "usedFor": "Scholarly articles (papers) by author and topic",
          "description": "Open scholarly metadata catalog"
        },
        {
          "url": "https://www.crossref.org",
          "name": "Crossref",
          "@type": "WebSite",
          "usedFor": "Paper metadata cross-verification (triangulation)",
          "description": "DOI registry"
        },
        {
          "url": "https://www.semanticscholar.org",
          "name": "Semantic Scholar",
          "@type": "WebSite",
          "usedFor": "Papers and citations (triangulation)",
          "description": "Academic graph"
        },
        {
          "url": "https://books.google.com",
          "name": "Google Books",
          "@type": "WebSite",
          "usedFor": "Book enrichment, ISBN, descriptions, covers",
          "description": "Digital library for book metadata"
        },
        {
          "url": "https://www.wikidata.org",
          "name": "Wikidata",
          "@type": "WebSite",
          "usedFor": "Author occupation/field, notable works (books)",
          "description": "Open knowledge graph"
        },
        {
          "url": "",
          "name": "Web biographical grounding",
          "@type": "WebSite",
          "usedFor": "Author A1 biographies",
          "description": "LLM web-grounded biographical lookup"
        }
      ],
      "isAccessibleForFree": true
    },
    {
      "@type": "FAQPage",
      "inLanguage": [
        "en-US",
        "pl-PL"
      ],
      "mainEntity": [
        {
          "name": "How does complex geometry differ from ordinary topological smoothness, and where does the main research problem of this field lie?",
          "@type": "Question",
          "acceptedAnswer": {
            "text": "Complex geometry differs from ordinary smoothness through the application of rigorous holomorphic transitions, which serve as the constitution of its structure. The main research problem of this field is to determine whether a space allows for a sufficiently rich description via holomorphic functions, or if it exhibits deficits that cannot be repaired by topology alone.",
            "@type": "Answer"
          }
        },
        {
          "name": "What are Kähler manifolds and how can they be distinguished from non-Kähler structures?",
          "@type": "Question",
          "acceptedAnswer": {
            "text": "Kähler manifolds are spaces possessing a complex structure and a compatible Hermitian metric, the combination of which produces a closed two-form (the Kähler form). They can be distinguished from non-Kähler structures, among other things, by checking the parity of odd Betti numbers (in the case of compact complex surfaces, the first Betti number must be even) or by demonstrating the presence of a compact complex curve representing a trivial second homology class, which excludes Kählerianity.",
            "@type": "Answer"
          }
        },
        {
          "name": "Which specific types of complex surfaces do not admit a Kähler metric?",
          "@type": "Question",
          "acceptedAnswer": {
            "text": "Kähler metrics are not admitted by non-Kähler elliptic surfaces (class VI) and surfaces of class VII. Specific types of such surfaces include, among others, Hopf, Kodaira, Inoue, and Inoue-Hirzebruch surfaces.",
            "@type": "Answer"
          }
        },
        {
          "name": "Does the lack of Kähler regularity imply chaos, and what specific tools are used to study structures in complex geometry?",
          "@type": "Question",
          "acceptedAnswer": {
            "text": "The lack of Kähler regularity does not imply chaos or a lack of structure, but rather proves that a complex structure can exist outside this model. To study structures in complex geometry, tools such as blow-ups, divisors, and holomorphic line bundles are used, as well as sheaf theory and their cohomologies.",
            "@type": "Answer"
          }
        },
        {
          "name": "What is the relationship between classical models of complex geometry and non-Kähler structures, and how does one transition from one to the other?",
          "@type": "Question",
          "acceptedAnswer": {
            "text": "The relationship between classical models (e.g., Kähler manifolds) and non-Kähler structures is based on the tension between discipline and rigor versus flexibility and exceptions. The transition between these areas occurs by building bridges that connect complex analysis, differential topology, and contact and symplectic geometry.",
            "@type": "Answer"
          }
        },
        {
          "name": "Why is fiber degeneration in complex geometry not treated as an error or chaos, but as a source of information about the structure?",
          "@type": "Question",
          "acceptedAnswer": {
            "text": "Fiber degeneration reveals locations where the structure had to make a compromise, thereby showing the actual construction of the image. A local rupture becomes a source of global data, and a controlled form of singularity allows for a more subtle classification and the study of monodromy, among other things.",
            "@type": "Answer"
          }
        },
        {
          "name": "How do achiral topological constructions allow for the building of non-Kähler structures on the space $\\mathbb{R}^4$?",
          "@type": "Question",
          "acceptedAnswer": {
            "text": "The construction of non-Kähler structures on $\\mathbb{R}^4$ is carried out by using the achiral Matsumoto-Fukaya fibration as a topological skeleton. This construction consists of analytically gluing the canonical model of the neighborhood of a singular elliptic fiber of type $I_1$ with the product of a holomorphic ring and a disk.",
            "@type": "Answer"
          }
        },
        {
          "name": "Can different non-Kähler complex structures exist on the space $\\mathbb{R}^4$ and other four-dimensional manifolds?",
          "@type": "Question",
          "acceptedAnswer": {
            "text": "Yes, there are uncountably many pairwise non-biholomorphic, non-Kähler complex structures on $\\mathbb{R}^4$. This result can be extended to any connected, open, and orientable four-dimensional smooth manifold, which also admits uncountably many such structures.",
            "@type": "Answer"
          }
        },
        {
          "name": "What is the role of non-Kähler structures in complex geometry and how do they relate to the concept of pseudoconvexity?",
          "@type": "Question",
          "acceptedAnswer": {
            "text": "Non-Kähler structures constitute a full-fledged way of organizing space and serve as a theoretical laboratory, especially when compactness does not impose classical constraints. They relate to the concept of pseudoconvexity by defining the boundary between regions where holomorphic functions have full organizing power (rigor) and those where the complex structure exists without such rigor.",
            "@type": "Answer"
          }
        },
        {
          "name": "What is pseudoconvexity in complex analysis and what are the characteristic features of Stein manifolds?",
          "@type": "Question",
          "acceptedAnswer": {
            "text": "Pseudoconvexity is the equivalent of convexity in several complex variables analysis, defined by the behavior of plurisubharmonic functions and the Levi form. Stein manifolds are holomorphically convex complex manifolds on which holomorphic functions separate points and provide local coordinate systems; they are also characterized by the existence of an exhaustive strictly plurisubharmonic function.",
            "@type": "Answer"
          }
        },
        {
          "name": "What is the rigor of a Stein space and how does the strong pseudoconvexity of the boundary relate to the global structure of a complex manifold?",
          "@type": "Question",
          "acceptedAnswer": {
            "text": "The rigor of a Stein space consists in the requirement of global control over the manifold using functions, which goes beyond mere local analyticity. Strong pseudoconvexity of the boundary is the local and boundary equivalent of this philosophy, imposing a structure consistent with the logic of holomorphic functions.",
            "@type": "Answer"
          }
        },
        {
          "name": "How does the rigidity of Stein structures differ from the properties of strongly pseudoconcave manifolds?",
          "@type": "Question",
          "acceptedAnswer": {
            "text": "Stein structures and strongly pseudoconvex manifolds are restrictive, and their boundaries must satisfy specific topological and contact constraints resulting from holomorphic fillability. In contrast, in the case of strongly pseudoconcave manifolds, there is a sign reversal: the manifold lies above the zero level of the defining function, and its boundary induces a negative contact structure.",
            "@type": "Answer"
          }
        },
        {
          "name": "How does the role of the boundary differ between pseudoconvex and pseudoconcave manifolds, and what tools allow for the study of this difference?",
          "@type": "Question",
          "acceptedAnswer": {
            "text": "In pseudoconvex manifolds, the boundary must meet high regularity requirements, whereas in the case of pseudoconcave ones, any positive closed three-dimensional contact manifold can be the boundary of infinitely many holomorphic fillings. Three-dimensional contact geometry and tools such as contact Dehn surgery and holomorphic handle attachment are used to study these differences.",
            "@type": "Answer"
          }
        },
        {
          "name": "What characterizes a contact structure, and what are its fundamental local and global properties?",
          "@type": "Question",
          "acceptedAnswer": {
            "text": "A contact structure is a geometry of permanent twisting occurring in odd dimensions, representing a synthesis of a plane field and the dynamics determined by the Reeb vector field. Locally, these structures are identical and devoid of invariants (according to Darboux's theorem), whereas their differences manifest at the global level, in topology and the method of gluing.",
            "@type": "Answer"
          }
        },
        {
          "name": "What is the difference between tight and overtwisted contact structures, and what significance does this have for geometry?",
          "@type": "Question",
          "acceptedAnswer": {
            "text": "Overtwisted structures contain at least one disk bounded by a Legendrian knot with a Thurston-Bennequin number equal to zero, whereas tight structures do not possess such a disk. This difference affects the geometry in such a way that overtwisted structures are flexible and subject to topological classification, while tight structures are characterized by greater rigidity and rigor.",
            "@type": "Answer"
          }
        },
        {
          "name": "How do the tools of contact topology lead to the conclusion that every positive contact manifold admits infinitely many concave holomorphic fillings?",
          "@type": "Question",
          "acceptedAnswer": {
            "text": "This conclusion is based on the use of contact surgery and Giroux correspondence, which links contact structures with open book decompositions. Thanks to these tools and the theory of convex surfaces, it is possible to construct fillings for a wide class of manifolds through holomorphic operations on concave boundaries.",
            "@type": "Answer"
          }
        },
        {
          "name": "How does the mechanism of attaching handles in a pseudoconcave region allow for any positive contact manifold to be realized as a boundary?",
          "@type": "Question",
          "acceptedAnswer": {
            "text": "This mechanism consists of holomorphically attaching a concave handle with a core that is a holomorphic disk along a transverse knot. This allows for the realization of both types of contact Dehn surgery (±1), and thanks to the theorem by Ding and Geiges stating that any positive contact manifolds can be connected by a sequence of such operations, it is possible to obtain a concave filling for any given contact space.",
            "@type": "Answer"
          }
        },
        {
          "name": "What is the difference between strong pseudoconcavity and pseudoconvexity, and why does it allow for the existence of infinitely many holomorphic fillings for any contact manifold?",
          "@type": "Question",
          "acceptedAnswer": {
            "text": "Strong pseudoconcavity differs from pseudoconvexity by a change in the orientation of the relationship between the defining function, the interior, and the boundary; the manifold lies 'above' the zero level of the boundary. The existence of infinitely many holomorphic fillings results from the lack of topological and geometric obstacles and the possibility of applying the mechanism of attaching holomorphic concave handles along transverse knots.",
            "@type": "Answer"
          }
        },
        {
          "name": "How can any contact boundary be constructively obtained in complex geometry?",
          "@type": "Question",
          "acceptedAnswer": {
            "text": "Any contact boundary can be constructively obtained by applying an appropriate sequence of (±1) surgeries. This method is based on contact Dehn surgeries and the holomorphic attachment of a concave handle.",
            "@type": "Answer"
          }
        },
        {
          "name": "How are holomorphic fillings for arbitrary contact manifolds technically constructed, and how does this differ from Stein constructions?",
          "@type": "Question",
          "acceptedAnswer": {
            "text": "Holomorphic fillings are constructed by transitioning from a model space to a given contact manifold using a finite sequence of (+1) and (−1) contact surgeries, which are implemented by attaching holomorphic concave handles. Unlike Stein constructions, where handle attachment is subject to strict index and contact constraints, the handles used by Kasuya and Zuddas operate on the concave side, providing greater flexibility and allowing for the realization of any positive, closed three-dimensional contact manifold.",
            "@type": "Answer"
          }
        },
        {
          "name": "What are concave Kähler fillings, and does their existence imply Stein fillability?",
          "@type": "Question",
          "acceptedAnswer": {
            "text": "Concave Kähler fillings are objects in which the Kähler potential in the collar region simultaneously serves as a strictly plurisubharmonic defining function for the entire manifold. Whether allowing such a filling implies fillability in the sense of Stein remains an open research problem.",
            "@type": "Answer"
          }
        },
        {
          "name": "What significance does the fact that any contact manifold can have infinitely many holomorphic fillings hold for the overall theory?",
          "@type": "Question",
          "acceptedAnswer": {
            "text": "This fact proves that the space is richer than its topology, and classical intuition regarding regularity is transcended. It shows that the boundary can function as a generator and poses central questions about the nature of structure and the relationship between rigidity and flexibility.",
            "@type": "Answer"
          }
        },
        {
          "name": "How does the recognition of Kähler and non-Kähler structures change when moving from compact surfaces to open manifolds, especially in the case of $\\mathbb{R}^4$?",
          "@type": "Question",
          "acceptedAnswer": {
            "text": "In the case of compact surfaces, Kählerianity is recognized by the parity of the first Betti number, whereas for open manifolds, this topological test ceases to be sufficient. This requires the use of subtler tools, such as analyzing the presence of a compact complex curve representing a trivial second homology class. In particular, on $\\mathbb{R}^4$, there are uncountably many pairwise non-biholomorphic complex structures of a non-Kähler nature.",
            "@type": "Answer"
          }
        },
        {
          "name": "What is the difference between the analytical rigor of Stein manifolds and the global nature of contact geometry in the context of holomorphic fillings?",
          "@type": "Question",
          "acceptedAnswer": {
            "text": "The rigor of Stein manifolds is based on full analytical control, where global functions separate points and organize the structure of the space. Conversely, contact geometry in three dimensions is a global structure, devoid of local invariants, which appears as a structure inherited by the boundary of a complex manifold.",
            "@type": "Answer"
          }
        },
        {
          "name": "What is the difference in the realizability of holomorphic fillings between a pseudoconvex and a pseudoconcave domain, and what significance does this have for the overall theory?",
          "@type": "Question",
          "acceptedAnswer": {
            "text": "Fillability on the pseudoconvex side is restrictive, whereas in the case of pseudoconcave domains, there is universal realizability, meaning that every positive compact three-dimensional contact manifold admits infinitely many concave holomorphic fillings. Reversing the boundary changes the structure of possibilities: pseudoconvexity selects, while pseudoconcavity realizes and opens the way to flexibility.",
            "@type": "Answer"
          }
        },
        {
          "name": "Does the lack of a Kähler structure in complex geometry imply only chaos and a lack of regularity?",
          "@type": "Question",
          "acceptedAnswer": {
            "text": "Non-Kählerianity does not mean chaos or a lack of regularity, but is a full-fledged area of knowledge and information that the complex structure does not synchronize with a closed Kähler form. It constitutes positive geometric content that allows for the recognition of structures that do not fit into the classical model of regularity.",
            "@type": "Answer"
          }
        },
        {
          "name": "How does changing the boundary orientation from pseudoconvex to pseudoconcave affect the possibility of the existence of holomorphic fillings?",
          "@type": "Question",
          "acceptedAnswer": {
            "text": "Changing the boundary orientation from pseudoconvex to pseudoconcave removes the restrictiveness regarding the existence of holomorphic fillings. While not every pseudoconvex boundary can be filled, every positive closed three-dimensional contact manifold with a pseudoconcave boundary admits infinitely many such fillings.",
            "@type": "Answer"
          }
        },
        {
          "name": "How does the approach to boundaries differ in the case of pseudoconvexity and pseudoconcavity, and what questions remain open in the context of Kähler fillings?",
          "@type": "Question",
          "acceptedAnswer": {
            "text": "In the case of pseudoconvexity, the boundary serves to test whether the interior can be Stein or holomorphically convex, whereas in pseudoconcavity, it becomes the starting point and generator for the construction of the interior. An open question remains whether admitting a concave Kähler filling implies fillability in the Stein sense.",
            "@type": "Answer"
          }
        },
        {
          "name": "What is the ultimate significance of studying non-Kähler and pseudoconcave structures for the understanding of complex geometry?",
          "@type": "Question",
          "acceptedAnswer": {
            "text": "The study of non-Kähler and pseudoconcave structures shows that complex geometry is a science of many ways of organizing structure, rather than just one ideal of regularity. This allows for an understanding of the relationship between locality and globality and reveals that areas outside the classical center serve as a laboratory expanding the field of the possible.",
            "@type": "Answer"
          }
        }
      ]
    }
  ],
  "@context": "https://schema.org"
}


{
  "@context": "https://schema.org",
  "@graph": [
    {
      "@type": "Article",
      "headline": "Geometria nie-kählerowska i elastyczność struktur pseudowklęsłych w świetle teorii Naohiko Kasuyi",
      "name": "Geometria nie-kählerowska i elastyczność struktur pseudowklęsłych w świetle teorii Naohiko Kasuyi",
      "author": {
        "@type": "Organization",
        "name": "Fundacja Dobre Państwo",
        "url": "https://dobrepanstwo.org",
        "sameAs": [
          "https://www.facebook.com/837666312773011",
          "https://www.threads.net/@fundacja_dobre_panstwo",
          "https://bsky.app/profile/dobrepanstwo.bsky.social",
          "https://fundacjadobrepanstwo.substack.com"
        ]
      },
      "publisher": {
        "@type": "Organization",
        "name": "Fundacja Dobre Państwo",
        "url": "https://dobrepanstwo.org",
        "sameAs": [
          "https://www.facebook.com/837666312773011",
          "https://www.threads.net/@fundacja_dobre_panstwo",
          "https://bsky.app/profile/dobrepanstwo.bsky.social",
          "https://fundacjadobrepanstwo.substack.com"
        ],
        "logo": {
          "@type": "ImageObject",
          "url": "https://dobrepanstwo.org/logo.png"
        }
      },
      "datePublished": "2026-09-12T20:43:42Z",
      "dateModified": "2026-09-12T20:43:42Z",
      "description": "Analiza geometrii nie-kählerowskiej i struktur pseudowklęsłych w teorii N. Kasuyi, badająca granice analizy zespolonej oraz topologii 4D.",
      "keywords": [
        "geometria nie-kählerowska",
        "struktury pseudowklęsłe",
        "rozmaitości Kählera",
        "powierzchnie zespolone",
        "klasyfikacja Kodairy",
        "wymiar algebraiczny",
        "rozwłóknienia Lefschetza",
        "geometria kontaktowa",
        "wypełnienia holomorficzne",
        "chirurgie Dehna",
        "powierzchnie klasy VII",
        "struktura zespolona",
        "topologia różniczkowa",
        "wiązka kanoniczna",
        "pseudowypukłość"
      ],
      "inLanguage": [
        "pl-PL",
        "en-US"
      ],
      "articleBody": "Artykuł zgłębia napięcie między lokalną gładkością a globalnym rygorem w geometrii zespolonej, koncentrując się na pracach Naohiko Kasuyi. Autor kontrastuje harmonijne rozmaitości Kählera, gdzie analiza i topologia są spójne, z obszarami mniej regularnymi: powierzchniami nie-kählerowskimi i silnie pseudowklęsłymi. Tekst wyjaśnia, że o ile w przypadku powierzchni zwartych mahlerowskość można określić poprzez parzystość pierwszej liczby Bettiego, o tyle w rozmaitościach otwartych sytuacja staje się znacznie bardziej złożona. Analiza wskazuje na głębokie powiązania tych struktur z geometrią kontaktową i symplektyczną, przesuwając punkt ciężkości z klasycznych modeli algebraicznych ku peryferyjnym, trudniej uchwytnym formom geometrii zespolonej.",
      "image": {
        "@type": "ImageObject",
        "url": "https://dobrepanstwo.org/og-images/b1cb67ee-8ef1-4d8b-9476-6988612ba2fa.png",
        "width": 1200,
        "height": 630
      },
      "mainEntityOfPage": {
        "@type": "WebPage",
        "@id": "https://dobrepanstwo.org/szkatulka/b1cb67ee-8ef1-4d8b-9476-6988612ba2fa"
      },
      "url": "https://dobrepanstwo.org/szkatulka/b1cb67ee-8ef1-4d8b-9476-6988612ba2fa",
      "license": "https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/",
      "isAccessibleForFree": true,
      "citation": [
        {
          "name": "Naohiko Kasuya",
          "@type": "Person",
          "identifier": "A1",
          "affiliation": {
            "name": "Hokkaido University",
            "@type": "Organization"
          },
          "description": {
            "@value": "Naohiko Kasuya is a mathematician and an associate professor at the Faculty of Science, Hokkaido University. He earned his PhD in Mathematical Sciences from the University of Tokyo in 2014. His research primarily focuses on complex geometry, differential topology, and contact geometry, with a particular interest in non-Kähler complex surfaces, strongly pseudoconcave boundaries, and the links of complex hypersurface singularities such as cusp singularities. Kasuya has held academic positions at the University of Tokyo, Aoyama Gakuin University, and Kyoto Sangyo University before joining Hokkaido University. He has contributed extensively to the study of complex structures on 4-dimensional manifolds and the contact structures of singularity links, publishing numerous peer-reviewed articles in journals such as the Journal of Symplectic Geometry and the Transactions of the American Mathematical Society.",
            "@language": "en"
          },
          "additionalType": "InspirationAuthor",
          "description_pl": {
            "@value": "Naohiko Kasuya jest matematykiem i profesorem nadzwyczajnym na Wydziale Nauk Ścisłych Uniwersytetu Hokkaido. W 2014 roku uzyskał tytuł doktora nauk matematycznych na Uniwersytecie Tokijskim. Jego badania koncentrują się głównie na geometrii zespolonej, topologii różniczkowej i geometrii kontaktowej, ze szczególnym uwzględnieniem nie-Kählera powierzchni zespolonych, silnie pseudowklęsłych granic oraz połączeń osobliwości hiperpowierzchniowych, takich jak osobliwości wierzchołkowe. Przed dołączeniem do Uniwersytetu Hokkaido Kasuya zajmował stanowiska naukowe na Uniwersytecie Tokijskim, Uniwersytecie Aoyama Gakuin i Uniwersytecie Kioto Sangyo. Wniósł znaczący wkład w badania struktur zespolonych na rozmaitościach czterowymiarowych oraz struktur kontaktowych połączeń osobliwych, publikując liczne recenzowane artykuły w czasopismach takich jak „Journal of Symplectic Geometry” i „Transactions of the American Mathematical Society”.",
            "@language": "pl"
          },
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q102443693"
          ]
        },
        {
          "name": "Naohiko Kasuya",
          "@type": "Person",
          "identifier": "A1",
          "description": {
            "@value": "Naohiko Kasuya, an Associate Professor in the Department of Mathematics at Hokkaido University, specializes in differential topology, contact geometry, and complex geometry, focusing on non-Kähler complex surfaces. He has authored numerous publications, including co-authored works on non-Kähler complex structures on R4. In 2025, he will publish the book \"Non-Kahler Complex Surfaces\".",
            "@language": "en"
          },
          "additionalType": "InspirationAuthor",
          "description_pl": {
            "@value": "Naohiko Kasuya, profesor nadzwyczajny w Katedrze Matematyki na Uniwersytecie Hokkaido, specjalizuje się w topologii różniczkowej, geometrii kontaktowej i zespolonej, koncentrując się na powierzchniach zespolonych nie-Kählera. Jest autorem wielu publikacji, w tym współautorem prac o nie-Kählerowskich strukturach zespolonych na R4. W 2025 roku wyda książkę \"Non-Kahler Complex Surfaces\".",
            "@language": "pl"
          },
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q102443693"
          ]
        },
        {
          "name": "Friedrich Hirzebruch",
          "@type": "Person",
          "identifier": "A2",
          "additionalType": "CitedAuthor",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q61753",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Friedrich_Hirzebruch"
          ]
        },
        {
          "name": "Carl Friedrich Gauss",
          "@type": "Person",
          "identifier": "A2",
          "additionalType": "CitedAuthor",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q6722",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Carl_Friedrich_Gauss"
          ]
        },
        {
          "name": "Raghavan Narasimhan",
          "@type": "Person",
          "identifier": "A2",
          "additionalType": "CitedAuthor"
        },
        {
          "name": "Carl Ludwig Siegel",
          "@type": "Person",
          "identifier": "A2",
          "additionalType": "CitedAuthor",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q61721",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Carl_Ludwig_Siegel"
          ]
        },
        {
          "name": "Federigo Enriques",
          "@type": "Person",
          "identifier": "A2",
          "additionalType": "CitedAuthor",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q982529",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Federigo_Enriques"
          ]
        },
        {
          "name": "Guido Castelnuovo",
          "@type": "Person",
          "identifier": "A2",
          "additionalType": "CitedAuthor",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q726811",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Guido_Castelnuovo"
          ]
        },
        {
          "name": "Jean-Pierre Serre",
          "@type": "Person",
          "identifier": "A2",
          "additionalType": "CitedAuthor",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q212063",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Jean-Pierre_Serre"
          ]
        },
        {
          "name": "Solomon Lefschetz",
          "@type": "Person",
          "identifier": "A2",
          "additionalType": "CitedAuthor",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q371942",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Solomon_Lefschetz"
          ]
        },
        {
          "name": "Kunihiko Kodaira",
          "@type": "Person",
          "identifier": "A2",
          "additionalType": "CitedAuthor",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q333918",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Kunihiko_Kodaira"
          ]
        },
        {
          "name": "Bernhard Riemann",
          "@type": "Person",
          "identifier": "A2",
          "additionalType": "CitedAuthor",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q42299",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Bernhard_Riemann"
          ]
        },
        {
          "name": "Anthony Phillips",
          "@type": "Person",
          "identifier": "A2",
          "additionalType": "CitedAuthor",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q453600",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Anthony_Phillips"
          ]
        },
        {
          "name": "Reinhold Remmert",
          "@type": "Person",
          "identifier": "A2",
          "additionalType": "CitedAuthor",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q73009",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Reinhold_Remmert"
          ]
        },
        {
          "name": "Yakov Eliashberg",
          "@type": "Person",
          "identifier": "A2",
          "additionalType": "CitedAuthor",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q1399503",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Yakov_Eliashberg"
          ]
        },
        {
          "name": "William Thurston",
          "@type": "Person",
          "identifier": "A2",
          "additionalType": "CitedAuthor",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q333927",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/William_Thurston"
          ]
        },
        {
          "name": "Martin Bennequin",
          "@type": "Person",
          "identifier": "A2",
          "additionalType": "CitedAuthor"
        },
        {
          "name": "Charles Eckmann",
          "@type": "Person",
          "identifier": "A2",
          "additionalType": "CitedAuthor"
        },
        {
          "name": "Boris Moishezon",
          "@type": "Person",
          "identifier": "A2",
          "additionalType": "CitedAuthor",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q2378087",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Boris_Moishezon"
          ]
        },
        {
          "name": "Yukio Matsumoto",
          "@type": "Person",
          "identifier": "A2",
          "additionalType": "CitedAuthor"
        },
        {
          "name": "Emmanuel Giroux",
          "@type": "Person",
          "identifier": "A2",
          "additionalType": "CitedAuthor",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q16064187",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Emmanuel_Giroux"
          ]
        },
        {
          "name": "Yoichi Miyaoka",
          "@type": "Person",
          "identifier": "A2",
          "additionalType": "CitedAuthor",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q8054505",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Yoichi_Miyaoka"
          ]
        },
        {
          "name": "Masahisa Inoue",
          "@type": "Person",
          "identifier": "A2",
          "additionalType": "CitedAuthor",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q21328994",
            "https://ja.wikipedia.org/wiki/%E4%BA%95%E4%B8%8A%E6%94%BF%E4%B9%85"
          ]
        },
        {
          "name": "Leonhard Euler",
          "@type": "Person",
          "identifier": "A2",
          "additionalType": "CitedAuthor",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q7604",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Leonhard_Euler"
          ]
        },
        {
          "name": "Eugenio Calabi",
          "@type": "Person",
          "identifier": "A2",
          "additionalType": "CitedAuthor",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q4922",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Eugenio_Calabi"
          ]
        },
        {
          "name": "Luca Di Scala",
          "@type": "Person",
          "identifier": "A2",
          "additionalType": "CitedAuthor"
        },
        {
          "name": "Nicola Zuddas",
          "@type": "Person",
          "identifier": "A2",
          "additionalType": "CitedAuthor"
        },
        {
          "name": "Errett Bishop",
          "@type": "Person",
          "identifier": "A2",
          "additionalType": "CitedAuthor",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q1361544",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Errett_Bishop"
          ]
        },
        {
          "name": "Yum-Tong Siu",
          "@type": "Person",
          "identifier": "A2",
          "additionalType": "CitedAuthor",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q329158",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Yum-Tong_Siu"
          ]
        },
        {
          "name": "Kenji Fukaya",
          "@type": "Person",
          "identifier": "A2",
          "additionalType": "CitedAuthor",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q3182153",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Kenji_Fukaya"
          ]
        },
        {
          "name": "Hans Grauert",
          "@type": "Person",
          "identifier": "A2",
          "additionalType": "CitedAuthor",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q78091",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Hans_Grauert"
          ]
        },
        {
          "name": "Kazuhiro Kas",
          "@type": "Person",
          "identifier": "A2",
          "additionalType": "CitedAuthor"
        },
        {
          "name": "John Milnor",
          "@type": "Person",
          "identifier": "A2",
          "additionalType": "CitedAuthor",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q215765",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/John_Milnor"
          ]
        },
        {
          "name": "De Oliveira",
          "@type": "Person",
          "identifier": "A2",
          "additionalType": "CitedAuthor",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q57849588"
          ]
        },
        {
          "name": "Hans Geiges",
          "@type": "Person",
          "identifier": "A2",
          "additionalType": "CitedAuthor"
        },
        {
          "name": "Alois Kasa",
          "@type": "Person",
          "identifier": "A2",
          "additionalType": "CitedAuthor"
        },
        {
          "name": "Bogomolov",
          "@type": "Thing",
          "identifier": "A2",
          "additionalType": "CitedAuthor",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q890642",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Bogomolov"
          ]
        },
        {
          "name": "Max Dehn",
          "@type": "Person",
          "identifier": "A2",
          "additionalType": "CitedAuthor",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q61732",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Max_Dehn"
          ]
        },
        {
          "name": "Fan Ding",
          "@type": "Person",
          "identifier": "A2",
          "additionalType": "CitedAuthor"
        },
        {
          "name": "Darboux",
          "@type": "Person",
          "identifier": "A2",
          "additionalType": "CitedAuthor",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q164784",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Jean_Gaston_Darboux"
          ]
        },
        {
          "name": "Gray",
          "@type": "Person",
          "identifier": "A2",
          "additionalType": "CitedAuthor",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q191963",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/John_Edward_Gray"
          ]
        },
        {
          "name": "José Luis Cisneros-Molina",
          "@type": "Person",
          "identifier": "A3",
          "additionalType": "CoAuthor",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q102251891"
          ]
        },
        {
          "name": "Fabrizio Catanese",
          "@type": "Person",
          "identifier": "A3",
          "additionalType": "CoAuthor",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q15456268",
            "https://de.wikipedia.org/wiki/Fabrizio_Catanese"
          ]
        },
        {
          "name": "Wolfgang Ebeling",
          "@type": "Person",
          "identifier": "A3",
          "additionalType": "CoAuthor"
        },
        {
          "name": "Alan Huckleberry",
          "@type": "Person",
          "identifier": "A3",
          "additionalType": "CoAuthor"
        },
        {
          "name": "Thomas Peternell",
          "@type": "Person",
          "identifier": "A3",
          "additionalType": "CoAuthor",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q15622258",
            "https://commons.wikimedia.org/wiki/Category:Thomas_Peternell_(mathematician)"
          ]
        },
        {
          "name": "Tihomir Petrov",
          "@type": "Person",
          "identifier": "A3",
          "additionalType": "CoAuthor",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q102245083"
          ]
        },
        {
          "name": "Yuri Tschinkel",
          "@type": "Person",
          "identifier": "A3",
          "additionalType": "CoAuthor",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q2601947",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Yuri_Tschinkel"
          ]
        },
        {
          "name": "Hélène Esnault",
          "@type": "Person",
          "identifier": "A3",
          "additionalType": "CoAuthor",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q104173",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/H%C3%A9l%C3%A8ne_Esnault"
          ]
        },
        {
          "name": "Lê Dũng Tráng",
          "@type": "Person",
          "identifier": "A3",
          "additionalType": "CoAuthor",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q15694557",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/L%C3%AA_D%C5%A9ng_Tr%C3%A1ng"
          ]
        },
        {
          "name": "Knut Smoczyk",
          "@type": "Person",
          "identifier": "A3",
          "additionalType": "CoAuthor",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q102181208"
          ]
        },
        {
          "name": "Felipe Cano",
          "@type": "Person",
          "identifier": "A3",
          "additionalType": "CoAuthor"
        },
        {
          "name": "Klaus Hulek",
          "@type": "Person",
          "identifier": "A3",
          "additionalType": "CoAuthor",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q15456281",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Klaus_Hulek"
          ]
        },
        {
          "name": "José Seade",
          "@type": "Person",
          "identifier": "A3",
          "additionalType": "CoAuthor"
        },
        {
          "name": "Non-Kahler Complex Surfaces",
          "@type": "Book",
          "image": "http://books.google.com/books/content?id=H4MI0QEACAAJ&printsec=frontcover&img=1&zoom=1&source=gbs_api",
          "publisher": {
            "name": "Springer Nature",
            "@type": "Organization"
          },
          "identifier": "B1",
          "datePublished": "2025.0",
          "additionalType": "InspirationBook"
        },
        {
          "url": "https://scholar.google.com/scholar?q=Kodaira+vanishing+theorem+Kunihiko+Kodaira",
          "name": "Kodaira vanishing theorem",
          "@type": "Thing",
          "genre": [],
          "author": [
            {
              "name": "Kunihiko Kodaira",
              "@type": "Person"
            }
          ],
          "identifier": "B3",
          "additionalType": "CitedAuthorBook",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q2518048",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Kodaira_vanishing_theorem"
          ]
        },
        {
          "url": "https://scholar.google.com/scholar?q=Enriques%E2%80%93Kodaira+classification+Kunihiko+Kodaira",
          "name": "Enriques–Kodaira classification",
          "@type": "Thing",
          "genre": [],
          "author": [
            {
              "name": "Kunihiko Kodaira",
              "@type": "Person"
            }
          ],
          "identifier": "B3",
          "additionalType": "CitedAuthorBook",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q2584390",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Enriques%E2%80%93Kodaira_classification"
          ]
        },
        {
          "url": "https://scholar.google.com/scholar?q=Bochner%E2%80%93Kodaira%E2%80%93Nakano+identity+Kunihiko+Kodaira",
          "name": "Bochner–Kodaira–Nakano identity",
          "@type": "Thing",
          "genre": [],
          "author": [
            {
              "name": "Kunihiko Kodaira",
              "@type": "Person"
            }
          ],
          "identifier": "B3",
          "additionalType": "CitedAuthorBook",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q4936245",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Bochner%E2%80%93Kodaira%E2%80%93Nakano_identity"
          ]
        },
        {
          "url": "https://scholar.google.com/scholar?q=Hirzebruch+surface+Friedrich+Hirzebruch",
          "name": "Hirzebruch surface",
          "@type": "Thing",
          "genre": [],
          "author": [
            {
              "name": "Friedrich Hirzebruch",
              "@type": "Person"
            }
          ],
          "identifier": "B3",
          "additionalType": "CitedAuthorBook",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q11926170",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Hirzebruch_surface"
          ]
        },
        {
          "url": "https://scholar.google.com/scholar?q=Atiyah%E2%80%93Hirzebruch+spectral+sequence+Friedrich+Hirzebruch",
          "name": "Atiyah–Hirzebruch spectral sequence",
          "@type": "Thing",
          "genre": [],
          "author": [
            {
              "name": "Friedrich Hirzebruch",
              "@type": "Person"
            }
          ],
          "identifier": "B3",
          "additionalType": "CitedAuthorBook",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q17004665",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Atiyah%E2%80%93Hirzebruch_spectral_sequence"
          ]
        },
        {
          "url": "https://scholar.google.com/scholar?q=Grothendieck%E2%80%93Hirzebruch%E2%80%93Riemann%E2%80%93Roch+theorem+Friedrich+Hirzebruch",
          "name": "Grothendieck–Hirzebruch–Riemann–Roch theorem",
          "@type": "Thing",
          "genre": [],
          "author": [
            {
              "name": "Friedrich Hirzebruch",
              "@type": "Person"
            }
          ],
          "identifier": "B3",
          "additionalType": "CitedAuthorBook",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q1899432",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Grothendieck%E2%80%93Riemann%E2%80%93Roch_theorem"
          ]
        },
        {
          "url": "https://scholar.google.com/scholar?q=Castelnuovo%27s+contraction+theorem+Guido+Castelnuovo",
          "name": "Castelnuovo's contraction theorem",
          "@type": "Thing",
          "genre": [],
          "author": [
            {
              "name": "Guido Castelnuovo",
              "@type": "Person"
            }
          ],
          "identifier": "B3",
          "additionalType": "CitedAuthorBook",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q25303824",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Castelnuovo%27s_contraction_theorem"
          ]
        },
        {
          "url": "https://scholar.google.com/scholar?q=Castelnuovo%E2%80%93de+Franchis+theorem+Guido+Castelnuovo",
          "name": "Castelnuovo–de Franchis theorem",
          "@type": "Thing",
          "genre": [],
          "author": [
            {
              "name": "Guido Castelnuovo",
              "@type": "Person"
            }
          ],
          "identifier": "B3",
          "additionalType": "CitedAuthorBook",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q5049717",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Castelnuovo%E2%80%93de_Franchis_theorem"
          ]
        },
        {
          "url": "https://scholar.google.com/scholar?q=Local+Fields+Jean-Pierre+Serre",
          "name": "Local Fields",
          "@type": "Book",
          "genre": [],
          "author": [
            {
              "name": "Jean-Pierre Serre",
              "@type": "Person"
            }
          ],
          "identifier": "B3",
          "additionalType": "CitedAuthorBook",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q6664008",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Local_Fields"
          ]
        },
        {
          "url": "https://scholar.google.com/scholar?q=Serre%27s+conjecture+II+Jean-Pierre+Serre",
          "name": "Serre's conjecture II",
          "@type": "Thing",
          "genre": [],
          "author": [
            {
              "name": "Jean-Pierre Serre",
              "@type": "Person"
            }
          ],
          "identifier": "B3",
          "additionalType": "CitedAuthorBook",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q17103221",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Serre%27s_conjecture_II"
          ]
        },
        {
          "url": "https://scholar.google.com/scholar?q=Serre%27s+theorem+on+affineness+Jean-Pierre+Serre",
          "name": "Serre's theorem on affineness",
          "@type": "Thing",
          "genre": [],
          "author": [
            {
              "name": "Jean-Pierre Serre",
              "@type": "Person"
            }
          ],
          "identifier": "B3",
          "additionalType": "CitedAuthorBook",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q25098884",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Serre%27s_theorem_on_affineness"
          ]
        },
        {
          "url": "https://scholar.google.com/scholar?q=Riemann+sum+Bernhard+Riemann",
          "name": "Riemann sum",
          "@type": "Thing",
          "genre": [],
          "author": [
            {
              "name": "Bernhard Riemann",
              "@type": "Person"
            }
          ],
          "identifier": "B3",
          "additionalType": "CitedAuthorBook",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q1156903",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Riemann_sum"
          ]
        },
        {
          "url": "https://scholar.google.com/scholar?q=Ueber+die+Hypothesen%2C+welche+der+Geometrie+zu+Grunde+liegen+Bernhard+Riemann",
          "name": "Ueber die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grunde liegen",
          "@type": "Book",
          "genre": [],
          "author": [
            {
              "name": "Bernhard Riemann",
              "@type": "Person"
            }
          ],
          "identifier": "B3",
          "additionalType": "CitedAuthorBook",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q123410108"
          ]
        },
        {
          "url": "https://scholar.google.com/scholar?q=Schwere%2C+Elektricit%C3%A4t+und+Magnetismus+Bernhard+Riemann",
          "name": "Schwere, Elektricität und Magnetismus",
          "@type": "Book",
          "genre": [],
          "author": [
            {
              "name": "Bernhard Riemann",
              "@type": "Person"
            }
          ],
          "identifier": "B3",
          "additionalType": "CitedAuthorBook",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q12897171",
            "https://commons.wikimedia.org/wiki/Schwere,_Elektricit%C3%A4t_und_Magnetismus"
          ]
        },
        {
          "url": "https://scholar.google.com/scholar?q=General+investigations+of+curved+surfaces+of+1827+and+1825+Carl+Friedrich+Gauss",
          "isbn": "9781355442066",
          "name": "General investigations of curved surfaces of 1827 and 1825",
          "@type": "Book",
          "genre": [],
          "image": "http://books.google.com/books/content?id=APvZjwEACAAJ&printsec=frontcover&img=1&zoom=1&source=gbs_api",
          "author": [
            {
              "name": "Carl Friedrich Gauss",
              "@type": "Person"
            }
          ],
          "abstract": "This work has been selected by scholars as being culturally important, and is part of the knowledge base of civilization as we know it. This work was reproduced from the original artifact, and remains as true to the original work as possible. Therefore, you will see the original copyright references, library stamps (as most of these works have been housed in our most important libraries around the world), and other notations in the work.This work is in the public domain in the United States of A",
          "publisher": {
            "name": "Palala Press",
            "@type": "Organization"
          },
          "identifier": "B3",
          "additionalType": "CitedAuthorBook",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q123409763"
          ]
        },
        {
          "url": "https://scholar.google.com/scholar?q=Euler%27s+four-square+identity+Leonhard+Euler",
          "name": "Euler's four-square identity",
          "@type": "Thing",
          "genre": [],
          "author": [
            {
              "name": "Leonhard Euler",
              "@type": "Person"
            }
          ],
          "identifier": "B3",
          "additionalType": "CitedAuthorBook",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q1149225",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Euler%27s_four-square_identity"
          ]
        },
        {
          "url": "https://scholar.google.com/scholar?q=Riemann%E2%80%93Siegel+theta+function+Carl+Ludwig+Siegel",
          "name": "Riemann–Siegel theta function",
          "@type": "Thing",
          "genre": [],
          "author": [
            {
              "name": "Carl Ludwig Siegel",
              "@type": "Person"
            }
          ],
          "identifier": "B3",
          "additionalType": "CitedAuthorBook",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q14769928",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Riemann%E2%80%93Siegel_theta_function"
          ]
        },
        {
          "url": "https://scholar.google.com/scholar?q=Siegel%27s+lemma+Carl+Ludwig+Siegel",
          "name": "Siegel's lemma",
          "@type": "Thing",
          "genre": [],
          "author": [
            {
              "name": "Carl Ludwig Siegel",
              "@type": "Person"
            }
          ],
          "identifier": "B3",
          "additionalType": "CitedAuthorBook",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q2036267",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Siegel%27s_lemma"
          ]
        },
        {
          "url": "https://scholar.google.com/scholar?q=Siegel+upper+half-space+Carl+Ludwig+Siegel",
          "name": "Siegel upper half-space",
          "@type": "Thing",
          "genre": [],
          "author": [
            {
              "name": "Carl Ludwig Siegel",
              "@type": "Person"
            }
          ],
          "identifier": "B3",
          "additionalType": "CitedAuthorBook",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q2283003",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Siegel_upper_half-space"
          ]
        },
        {
          "url": "https://scholar.google.com/scholar?q=Lefschetz+manifold+Solomon+Lefschetz",
          "name": "Lefschetz manifold",
          "@type": "Thing",
          "genre": [],
          "author": [
            {
              "name": "Solomon Lefschetz",
              "@type": "Person"
            }
          ],
          "identifier": "B3",
          "additionalType": "CitedAuthorBook",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q6516732",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Lefschetz_manifold"
          ]
        },
        {
          "url": "https://scholar.google.com/scholar?q=%C5%A0varc%E2%80%93Milnor+lemma+John+Milnor",
          "name": "Švarc–Milnor lemma",
          "@type": "Thing",
          "genre": [],
          "author": [
            {
              "name": "John Milnor",
              "@type": "Person"
            }
          ],
          "identifier": "B3",
          "additionalType": "CitedAuthorBook",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q11085263",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/%C5%A0varc%E2%80%93Milnor_lemma"
          ]
        },
        {
          "url": "https://scholar.google.com/scholar?q=Milnor+conjecture+John+Milnor",
          "name": "Milnor conjecture",
          "@type": "Book",
          "genre": [],
          "author": [
            {
              "name": "John Milnor",
              "@type": "Person"
            }
          ],
          "identifier": "B3",
          "additionalType": "CitedAuthorBook"
        },
        {
          "url": "https://scholar.google.com/scholar?q=Milnor%E2%80%93Thurston+kneading+theory+John+Milnor",
          "name": "Milnor–Thurston kneading theory",
          "@type": "Thing",
          "genre": [],
          "author": [
            {
              "name": "John Milnor",
              "@type": "Person"
            }
          ],
          "identifier": "B3",
          "additionalType": "CitedAuthorBook",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q17103861",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Milnor%E2%80%93Thurston_kneading_theory"
          ]
        },
        {
          "url": "https://scholar.google.com/scholar?q=Dehn+invariant+Max+Dehn",
          "name": "Dehn invariant",
          "@type": "Thing",
          "genre": [],
          "author": [
            {
              "name": "Max Dehn",
              "@type": "Person"
            }
          ],
          "identifier": "B3",
          "additionalType": "CitedAuthorBook",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q30587580",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Dehn_invariant"
          ]
        },
        {
          "url": "https://scholar.google.com/scholar?q=Dehn%27s+lemma+Max+Dehn",
          "name": "Dehn's lemma",
          "@type": "Thing",
          "genre": [],
          "author": [
            {
              "name": "Max Dehn",
              "@type": "Person"
            }
          ],
          "identifier": "B3",
          "additionalType": "CitedAuthorBook",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q3229337",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Dehn%27s_lemma"
          ]
        },
        {
          "url": "https://scholar.google.com/scholar?q=Dehn+surgery+Max+Dehn",
          "name": "Dehn surgery",
          "@type": "Thing",
          "genre": [],
          "author": [
            {
              "name": "Max Dehn",
              "@type": "Person"
            }
          ],
          "identifier": "B3",
          "additionalType": "CitedAuthorBook",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q3675173",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Dehn_surgery"
          ]
        },
        {
          "url": "https://scholar.google.com/scholar?q=Theory+of+Complex+Functions+Reinhold+Remmert",
          "isbn": "9781461209393",
          "name": "Theory of Complex Functions",
          "@type": "Book",
          "genre": [],
          "image": "http://books.google.com/books/content?id=kIHlBwAAQBAJ&printsec=frontcover&img=1&zoom=1&edge=curl&source=gbs_api",
          "author": [
            {
              "name": "Reinhold Remmert",
              "@type": "Person"
            }
          ],
          "abstract": "A lively and vivid look at the material from function theory, including the residue calculus, supported by examples and practice exercises throughout. There is also ample discussion of the historical evolution of the theory, biographical sketches of important contributors, and citations - in the original language with their English translation - from their classical works. Yet the book is far from being a mere history of function theory, and even experts will find a few new or long forgotten gem",
          "publisher": {
            "name": "Springer Science & Business Media",
            "@type": "Organization"
          },
          "identifier": "B3",
          "additionalType": "CitedAuthorBook",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q120969645"
          ]
        },
        {
          "url": "https://scholar.google.com/scholar?q=Bishop%E2%80%93Phelps+theorem+Errett+Bishop",
          "name": "Bishop–Phelps theorem",
          "@type": "Thing",
          "genre": [],
          "author": [
            {
              "name": "Errett Bishop",
              "@type": "Person"
            }
          ],
          "identifier": "B3",
          "additionalType": "CitedAuthorBook",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q16842437",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Bishop%E2%80%93Phelps_theorem"
          ]
        },
        {
          "url": "https://scholar.google.com/scholar?q=limited+principle+of+omniscience+Errett+Bishop",
          "name": "limited principle of omniscience",
          "@type": "Thing",
          "genre": [],
          "author": [
            {
              "name": "Errett Bishop",
              "@type": "Person"
            }
          ],
          "identifier": "B3",
          "additionalType": "CitedAuthorBook",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q6549544",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Limited_principle_of_omniscience"
          ]
        },
        {
          "url": "https://scholar.google.com/scholar?q=setoid+Errett+Bishop",
          "name": "setoid",
          "@type": "Thing",
          "genre": [],
          "author": [
            {
              "name": "Errett Bishop",
              "@type": "Person"
            }
          ],
          "identifier": "B3",
          "additionalType": "CitedAuthorBook",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q7456758",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Setoid"
          ]
        },
        {
          "url": "https://scholar.google.com/scholar?q=Complex+Analysis+in+One+Variable+Raghavan+Narasimhan",
          "name": "Complex Analysis in One Variable",
          "@type": "Book",
          "genre": [],
          "image": "http://books.google.com/books/content?id=Qi3vAAAAMAAJ&printsec=frontcover&img=1&zoom=1&source=gbs_api",
          "author": [
            {
              "name": "Raghavan Narasimhan",
              "@type": "Person"
            }
          ],
          "sameAs": "http://books.google.pl/books?id=Qi3vAAAAMAAJ&dq=inauthor:%22Raghavan+Narasimhan%22+classical+theory+cited+theorems+extremely&hl=&source=gbs_api",
          "abstract": "This book is based on a first-year graduate course I gave three times at the University of Chicago. As it was addressed to graduate students who intended to specialize in mathematics, I tried to put the classical theory of functions of a complex variable in context, presenting proofs and points of view which relate the subject to other branches of mathematics. Complex analysis in one variable is ideally suited to this attempt. Of course, the branches of mathema tics one chooses, and the connecti",
          "publisher": {
            "name": "Springer Science & Business Media",
            "@type": "Organization"
          },
          "identifier": "B3",
          "datePublished": "1985",
          "additionalType": "CitedAuthorBook"
        },
        {
          "url": "https://scholar.google.com/scholar?q=Grauert%E2%80%93Riemenschneider+vanishing+theorem+Hans+Grauert",
          "name": "Grauert–Riemenschneider vanishing theorem",
          "@type": "Thing",
          "genre": [],
          "author": [
            {
              "name": "Hans Grauert",
              "@type": "Person"
            }
          ],
          "identifier": "B3",
          "additionalType": "CitedAuthorBook",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q16978447",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Grauert%E2%80%93Riemenschneider_vanishing_theorem"
          ]
        },
        {
          "url": "https://scholar.google.com/scholar?q=Andreotti%E2%80%93Grauert+theorem+Hans+Grauert",
          "name": "Andreotti–Grauert theorem",
          "@type": "Thing",
          "genre": [],
          "author": [
            {
              "name": "Hans Grauert",
              "@type": "Person"
            }
          ],
          "identifier": "B3",
          "additionalType": "CitedAuthorBook",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q57463",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Andreotti%E2%80%93Grauert_theorem"
          ]
        },
        {
          "url": "https://scholar.google.com/scholar?q=Theory+of+Stein+Spaces+Hans+Grauert",
          "name": "Theory of Stein Spaces",
          "@type": "Book",
          "genre": [],
          "image": "http://books.google.com/books/content?id=pAioAAAAIAAJ&printsec=frontcover&img=1&zoom=1&source=gbs_api",
          "author": [
            {
              "name": "Hans Grauert",
              "@type": "Person"
            },
            {
              "name": "R. Remmert",
              "@type": "Person"
            }
          ],
          "sameAs": "http://books.google.pl/books?id=pAioAAAAIAAJ&dq=inauthor:%22Hans+Grauert%22+classical+theory+cited+theorems+extremely&hl=&source=gbs_api",
          "abstract": "1. The classical theorem of Mittag-Leffler was generalized to the case of several complex variables by Cousin in 1895. In its one variable version this says that, if one prescribes the principal parts of a merom orphic function on a domain in the complex plane e, then there exists a meromorphic function defined on that domain having exactly those principal parts. Cousin and subsequent authors could only prove the analogous theorem in several variables for certain types of domains (e. g. product ",
          "publisher": {
            "name": "Springer",
            "@type": "Organization"
          },
          "identifier": "B3",
          "datePublished": "1979",
          "additionalType": "CitedAuthorBook"
        },
        {
          "url": "https://scholar.google.com/scholar?q=The+Moment+of+Truth+Bogomolov",
          "name": "The Moment of Truth",
          "@type": "Thing",
          "genre": [],
          "image": "http://books.google.com/books/content?id=46EvAAAAIAAJ&printsec=frontcover&img=1&zoom=1&source=gbs_api",
          "author": [
            {
              "name": "Vladimir Bogomolov",
              "@type": "Person"
            }
          ],
          "sameAs": [
            "http://books.google.pl/books?id=46EvAAAAIAAJ&dq=inauthor:%22Bogomolov%22+From+earlier+works+including+those&hl=&source=gbs_api",
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q976842",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/The_Moment_of_Truth_(1965_film)"
          ],
          "identifier": "B3",
          "datePublished": "1982",
          "additionalType": "CitedAuthorBook"
        },
        {
          "url": "https://scholar.google.com/scholar?q=Algebraic+Curves+and+One-dimensional+Fields+Bogomolov",
          "isbn": "9780821883488",
          "name": "Algebraic Curves and One-dimensional Fields",
          "@type": "Book",
          "genre": [],
          "image": "http://books.google.com/books/content?id=ypyWte7XFUEC&printsec=frontcover&img=1&zoom=1&edge=curl&source=gbs_api",
          "author": [
            {
              "name": "Fedor Bogomolov",
              "@type": "Person"
            },
            {
              "name": "Tihomir Petrov",
              "@type": "Person"
            }
          ],
          "sameAs": "https://play.google.com/store/books/details?id=ypyWte7XFUEC&source=gbs_api",
          "abstract": "Algebraic curves have many special properties that make their study particularly rewarding. As a result, curves provide a natural introduction to algebraic geometry. In this book, the authors also bring out aspects of curves that are unique to them and emphasize connections with algebra. This text covers the essential topics in the geometry of algebraic curves, such as line bundles and vector bundles, the Riemann-Roch Theorem, divisors, coherent sheaves, and zeroth and firstcohomology groups. Th",
          "publisher": {
            "name": "American Mathematical Soc.",
            "@type": "Organization"
          },
          "identifier": "B3",
          "additionalType": "CitedAuthorBook"
        },
        {
          "url": "https://scholar.google.com/scholar?q=Cohomological+and+Geometric+Approaches+to+Rationality+Problems+Bogomolov",
          "isbn": "9780817649333",
          "name": "Cohomological and Geometric Approaches to Rationality Problems",
          "@type": "Book",
          "genre": [],
          "image": "http://books.google.com/books/content?id=hGDEswEACAAJ&printsec=frontcover&img=1&zoom=1&source=gbs_api",
          "author": [
            {
              "name": "Fedor Bogomolov",
              "@type": "Person"
            },
            {
              "name": "Yuri Tschinkel",
              "@type": "Person"
            }
          ],
          "sameAs": "http://books.google.pl/books?id=hGDEswEACAAJ&dq=inauthor:%22Bogomolov%22+From+earlier+works+including+those&hl=&source=gbs_api",
          "abstract": "Rationality problems link algebra to geometry, and the difficulties involved depend on the transcendence degree of $K$ over $k$, or geometrically, on the dimension of the variety. A major success in 19th century algebraic geometry was a complete solution of the rationality problem in dimensions one and two over algebraically closed ground fields of characteristic zero. Such advances has led to many interdisciplinary applications to algebraic geometry. This comprehensive book consists of surveys ",
          "publisher": {
            "name": "Birkhäuser",
            "@type": "Organization"
          },
          "identifier": "B3",
          "datePublished": "2009",
          "additionalType": "CitedAuthorBook"
        },
        {
          "url": "https://scholar.google.com/scholar?q=Darboux%27s+theorem+Darboux",
          "name": "Darboux's theorem",
          "@type": "Book",
          "genre": [],
          "author": [
            {
              "name": "Darboux",
              "@type": "Person"
            }
          ],
          "identifier": "B3",
          "additionalType": "CitedAuthorBook"
        },
        {
          "url": "https://scholar.google.com/scholar?q=Darboux+cyclide+Darboux",
          "name": "Darboux cyclide",
          "@type": "Thing",
          "genre": [],
          "author": [
            {
              "name": "Darboux",
              "@type": "Person"
            }
          ],
          "identifier": "B3",
          "additionalType": "CitedAuthorBook",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q131753668",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Darboux_cyclide"
          ]
        },
        {
          "url": "https://scholar.google.com/scholar?q=Darboux+transformation+Darboux",
          "name": "Darboux transformation",
          "@type": "Thing",
          "genre": [],
          "author": [
            {
              "name": "Darboux",
              "@type": "Person"
            }
          ],
          "identifier": "B3",
          "additionalType": "CitedAuthorBook",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q56297777",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Darboux_transformation"
          ]
        },
        {
          "url": "https://scholar.google.com/scholar?q=Three-dimensional+geometry+and+topology+William+Thurston",
          "isbn": "9781400865321",
          "name": "Three-dimensional geometry and topology",
          "@type": "Book",
          "genre": [],
          "image": "http://books.google.com/books/content?id=5irlDQAAQBAJ&printsec=frontcover&img=1&zoom=1&edge=curl&source=gbs_api",
          "author": [
            {
              "name": "William Thurston",
              "@type": "Person"
            }
          ],
          "abstract": "This book develops some of the extraordinary richness, beauty, and power of geometry in two and three dimensions, and the strong connection of geometry with topology. Hyperbolic geometry is the star. A strong effort has been made to convey not just denatured formal reasoning (definitions, theorems, and proofs), but a living feeling for the subject. There are many figures, examples, and exercises of varying difficulty. This book was the origin of a grand scheme developed by Thurston that is now c",
          "publisher": {
            "name": "Princeton University Press",
            "@type": "Organization"
          },
          "identifier": "B3",
          "additionalType": "CitedAuthorBook",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q134983255"
          ]
        },
        {
          "url": "https://scholar.google.com/scholar?q=The+geometry+and+topology+of+three-manifolds+William+Thurston",
          "isbn": "9781470463915",
          "name": "The geometry and topology of three-manifolds",
          "@type": "Thing",
          "genre": [],
          "image": "http://books.google.com/books/content?id=dKF9EAAAQBAJ&printsec=frontcover&img=1&zoom=1&edge=curl&source=gbs_api",
          "author": [
            {
              "name": "William Thurston",
              "@type": "Person"
            }
          ],
          "abstract": "William Thurston's work has had a profound influence on mathematics. He connected whole mathematical subjects in entirely new ways and changed the way mathematicians think about geometry, topology, foliations, group theory, dynamical systems, and the way these areas interact. His emphasis on understanding and imagination in mathematical learning and thinking are integral elements of his distinctive legacy. This four-part collection brings together in one place Thurston's major writings, many of ",
          "publisher": {
            "name": "American Mathematical Society",
            "@type": "Organization"
          },
          "identifier": "B3",
          "additionalType": "CitedAuthorBook",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q7777011",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/The_geometry_and_topology_of_three-manifolds"
          ]
        },
        {
          "url": "https://scholar.google.com/scholar?q=Handbook+of+Geometry+and+Topology+of+Singularities+V%3A+Foliations",
          "isbn": "9783031524813",
          "name": "Handbook of Geometry and Topology of Singularities V: Foliations",
          "@type": "Book",
          "genre": [],
          "image": "http://books.google.com/books/content?id=icoMEQAAQBAJ&printsec=frontcover&img=1&zoom=1&edge=curl&source=gbs_api",
          "author": [
            {
              "name": "Felipe Cano",
              "@type": "Person"
            },
            {
              "name": "José Luis Cisneros-Molina",
              "@type": "Person"
            },
            {
              "name": "Lê Dũng Tráng",
              "@type": "Person"
            },
            {
              "name": "José Seade",
              "@type": "Person"
            }
          ],
          "sameAs": "https://play.google.com/store/books/details?id=icoMEQAAQBAJ&source=gbs_api",
          "abstract": "This is the fifth volume of the Handbook of Geometry and Topology of Singularities, a series which aims to provide an accessible account of the state-of-the-art of the subject, its frontiers, and its interactions with other areas of research. Singularities are ubiquitous in mathematics and science in general, and singularity theory is a crucible where different types of mathematical problems converge, surprising connections are born and simple questions lead to ideas which resonate in other part",
          "publisher": {
            "name": "Springer Nature",
            "@type": "Organization"
          },
          "identifier": "B4",
          "datePublished": "2024",
          "additionalType": "RelatedWork"
        },
        {
          "url": "https://scholar.google.com/scholar?q=Handbook+of+Geometry+and+Topology+of+Singularities+VI%3A+Foliations",
          "isbn": "9783031541728",
          "name": "Handbook of Geometry and Topology of Singularities VI: Foliations",
          "@type": "Book",
          "genre": [],
          "image": "http://books.google.com/books/content?id=2KsPEQAAQBAJ&printsec=frontcover&img=1&zoom=1&edge=curl&source=gbs_api",
          "author": [
            {
              "name": "Felipe Cano",
              "@type": "Person"
            },
            {
              "name": "José Luis Cisneros-Molina",
              "@type": "Person"
            },
            {
              "name": "Lê Dũng Tráng",
              "@type": "Person"
            },
            {
              "name": "José Seade",
              "@type": "Person"
            }
          ],
          "sameAs": "https://play.google.com/store/books/details?id=2KsPEQAAQBAJ&source=gbs_api",
          "abstract": "This is the sixth volume of the Handbook of Geometry and Topology of Singularities, a series which aims to provide an accessible account of the state-of-the-art of the subject, its frontiers, and its interactions with other areas of research. Singularities are ubiquitous in mathematics and science in general, and singularity theory is a crucible where different types of mathematical problems converge, surprising connections are born and simple questions lead to ideas which resonate in other part",
          "publisher": {
            "name": "Springer Nature",
            "@type": "Organization"
          },
          "identifier": "B4",
          "datePublished": "2024",
          "additionalType": "RelatedWork"
        },
        {
          "url": "https://scholar.google.com/scholar?q=Complex+and+Differential+Geometry",
          "isbn": "9783642203008",
          "name": "Complex and Differential Geometry",
          "@type": "Book",
          "genre": [],
          "image": "http://books.google.com/books/content?id=V8CNE_E73HcC&printsec=frontcover&img=1&zoom=1&edge=curl&source=gbs_api",
          "author": [
            {
              "name": "Wolfgang Ebeling",
              "@type": "Person"
            },
            {
              "name": "Klaus Hulek",
              "@type": "Person"
            },
            {
              "name": "Knut Smoczyk",
              "@type": "Person"
            }
          ],
          "sameAs": "https://play.google.com/store/books/details?id=V8CNE_E73HcC&source=gbs_api",
          "abstract": "This volume contains the Proceedings of the conference \"Complex and Differential Geometry 2009\", held at Leibniz Universität Hannover, September 14 - 18, 2009. It was the aim of this conference to bring specialists from differential geometry and (complex) algebraic geometry together and to discuss new developments in and the interaction between these fields. Correspondingly, the articles in this book cover a wide area of topics, ranging from topics in (classical) algebraic geometry through compl",
          "publisher": {
            "name": "Springer Science & Business Media",
            "@type": "Organization"
          },
          "identifier": "B4",
          "datePublished": "2011",
          "additionalType": "RelatedWork"
        },
        {
          "url": "https://scholar.google.com/scholar?q=Global+Aspects+of+Complex+Geometry",
          "isbn": "9783540354802",
          "name": "Global Aspects of Complex Geometry",
          "@type": "Book",
          "genre": [],
          "image": "http://books.google.com/books/content?id=d_0ob8js1O8C&printsec=frontcover&img=1&zoom=1&edge=curl&source=gbs_api",
          "author": [
            {
              "name": "Fabrizio Catanese",
              "@type": "Person"
            },
            {
              "name": "Hélène Esnault",
              "@type": "Person"
            },
            {
              "name": "Alan Huckleberry",
              "@type": "Person"
            },
            {
              "name": "Klaus Hulek",
              "@type": "Person"
            },
            {
              "name": "Thomas Peternell",
              "@type": "Person"
            }
          ],
          "sameAs": "https://play.google.com/store/books/details?id=d_0ob8js1O8C&source=gbs_api",
          "abstract": "This collection of surveys present an overview of recent developments in Complex Geometry. Topics range from curve and surface theory through special varieties in higher dimensions, moduli theory, Kähler geometry, and group actions to Hodge theory and characteristic p-geometry. Written by established experts this book will be a must for mathematicians working in Complex Geometry",
          "publisher": {
            "name": "Springer Science & Business Media",
            "@type": "Organization"
          },
          "identifier": "B4",
          "datePublished": "2006",
          "additionalType": "RelatedWork"
        },
        {
          "url": "https://scholar.google.com/scholar?q=Elliptic+Surfaces+and+Lefschetz+Fibrations+Naohiko+Kasuya",
          "@type": "ScholarlyArticle",
          "author": [
            {
              "name": "Naohiko Kasuya",
              "@type": "Person"
            }
          ],
          "headline": "Elliptic Surfaces and Lefschetz Fibrations",
          "isPartOf": {
            "name": "SpringerBriefs in Mathematics",
            "@type": "Periodical"
          },
          "publisher": {
            "name": "SpringerBriefs in Mathematics",
            "@type": "Organization"
          },
          "identifier": {
            "@type": "PropertyValue",
            "value": "10.1007/978-981-96-3002-8_3",
            "propertyID": "DOI"
          },
          "datePublished": "2025",
          "additionalType": "AuthorPaper"
        },
        {
          "url": "https://scholar.google.com/scholar?q=CR+regular+embeddings+of+%F0%9D%91%86%E2%81%B4%E2%81%BF%E2%81%BB%C2%B9+in+%E2%84%82%C2%B2%E2%81%BF%E2%81%BA%C2%B9+Naohiko+Kasuya",
          "@type": "ScholarlyArticle",
          "author": [
            {
              "name": "Naohiko Kasuya",
              "@type": "Person"
            }
          ],
          "headline": "CR regular embeddings of 𝑆⁴ⁿ⁻¹ in ℂ²ⁿ⁺¹",
          "isPartOf": {
            "name": "Proceedings of the American Mathematical Society",
            "@type": "Periodical"
          },
          "publisher": {
            "name": "Proceedings of the American Mathematical Society",
            "@type": "Organization"
          },
          "identifier": {
            "@type": "PropertyValue",
            "value": "10.1090/proc/14962",
            "propertyID": "DOI"
          },
          "datePublished": "2020",
          "additionalType": "AuthorPaper"
        },
        {
          "url": "https://scholar.google.com/scholar?q=Non-K%C3%A4hler+Complex+Structures+on+%24%24%5Cmathbb+%7BR%7D%5E%7B2n%7D%24%24+Naohiko+Kasuya",
          "@type": "ScholarlyArticle",
          "author": [
            {
              "name": "Naohiko Kasuya",
              "@type": "Person"
            }
          ],
          "headline": "Non-Kähler Complex Structures on $$\\mathbb {R}^{2n}$$",
          "isPartOf": {
            "name": "SpringerBriefs in Mathematics",
            "@type": "Periodical"
          },
          "publisher": {
            "name": "SpringerBriefs in Mathematics",
            "@type": "Organization"
          },
          "identifier": {
            "@type": "PropertyValue",
            "value": "10.1007/978-981-96-3002-8_4",
            "propertyID": "DOI"
          },
          "datePublished": "2025",
          "additionalType": "AuthorPaper"
        },
        {
          "url": "https://scholar.google.com/scholar?q=On+contact+embeddings+of+contact+manifolds+in+the+odd+dimensional+Euclidean+spaces+Naohiko+Kasuya",
          "@type": "ScholarlyArticle",
          "author": [
            {
              "name": "Naohiko Kasuya",
              "@type": "Person"
            }
          ],
          "headline": "On contact embeddings of contact manifolds in the odd dimensional Euclidean spaces",
          "isPartOf": {
            "name": "International Journal of Mathematics",
            "@type": "Periodical"
          },
          "publisher": {
            "name": "International Journal of Mathematics",
            "@type": "Organization"
          },
          "identifier": {
            "@type": "PropertyValue",
            "value": "10.1142/s0129167x15500457",
            "propertyID": "DOI"
          },
          "datePublished": "2015",
          "additionalType": "AuthorPaper"
        },
        {
          "url": "https://scholar.google.com/scholar?q=Strongly+Pseudoconcave+Surfaces+and+Their+Boundaries+Naohiko+Kasuya",
          "@type": "ScholarlyArticle",
          "author": [
            {
              "name": "Naohiko Kasuya",
              "@type": "Person"
            }
          ],
          "headline": "Strongly Pseudoconcave Surfaces and Their Boundaries",
          "isPartOf": {
            "name": "SpringerBriefs in Mathematics",
            "@type": "Periodical"
          },
          "publisher": {
            "name": "SpringerBriefs in Mathematics",
            "@type": "Organization"
          },
          "identifier": {
            "@type": "PropertyValue",
            "value": "10.1007/978-981-96-3002-8_7",
            "propertyID": "DOI"
          },
          "datePublished": "2025",
          "additionalType": "AuthorPaper"
        },
        {
          "url": "https://scholar.google.com/scholar?q=An+obstruction+for+codimension+two+contact+embeddings+in+the+odd+dimensional+Euclidean+spaces+Naohiko+Kasuya",
          "@type": "ScholarlyArticle",
          "author": [
            {
              "name": "Naohiko KASUYA",
              "@type": "Person"
            }
          ],
          "headline": "An obstruction for codimension two contact embeddings in the odd dimensional Euclidean spaces",
          "isPartOf": {
            "name": "Journal of the Mathematical Society of Japan",
            "@type": "Periodical"
          },
          "publisher": {
            "name": "Journal of the Mathematical Society of Japan",
            "@type": "Organization"
          },
          "identifier": {
            "@type": "PropertyValue",
            "value": "10.2969/jmsj/06820737",
            "propertyID": "DOI"
          },
          "datePublished": "2016",
          "additionalType": "AuthorPaper"
        },
        {
          "url": "https://scholar.google.com/scholar?q=Strongly+Pseudoconvex+Manifolds+Naohiko+Kasuya",
          "@type": "ScholarlyArticle",
          "author": [
            {
              "name": "Naohiko Kasuya",
              "@type": "Person"
            }
          ],
          "headline": "Strongly Pseudoconvex Manifolds",
          "isPartOf": {
            "name": "SpringerBriefs in Mathematics",
            "@type": "Periodical"
          },
          "publisher": {
            "name": "SpringerBriefs in Mathematics",
            "@type": "Organization"
          },
          "identifier": {
            "@type": "PropertyValue",
            "value": "10.1007/978-981-96-3002-8_5",
            "propertyID": "DOI"
          },
          "datePublished": "2025",
          "additionalType": "AuthorPaper"
        },
        {
          "url": "https://scholar.google.com/scholar?q=The+Canonical+Contact+Structure+on+the+Link+of+a+Cusp+Singularity+Naohiko+Kasuya",
          "@type": "ScholarlyArticle",
          "author": [
            {
              "name": "Naohiko KASUYA",
              "@type": "Person"
            }
          ],
          "headline": "The Canonical Contact Structure on the Link of a Cusp Singularity",
          "isPartOf": {
            "name": "Tokyo Journal of Mathematics",
            "@type": "Periodical"
          },
          "publisher": {
            "name": "Tokyo Journal of Mathematics",
            "@type": "Organization"
          },
          "identifier": {
            "@type": "PropertyValue",
            "value": "10.3836/tjm/1406552427",
            "propertyID": "DOI"
          },
          "datePublished": "2014",
          "additionalType": "AuthorPaper"
        },
        {
          "url": "https://scholar.google.com/scholar?q=Preliminaries+Naohiko+Kasuya",
          "@type": "ScholarlyArticle",
          "author": [
            {
              "name": "Naohiko Kasuya",
              "@type": "Person"
            }
          ],
          "headline": "Preliminaries",
          "isPartOf": {
            "name": "SpringerBriefs in Mathematics",
            "@type": "Periodical"
          },
          "publisher": {
            "name": "SpringerBriefs in Mathematics",
            "@type": "Organization"
          },
          "identifier": {
            "@type": "PropertyValue",
            "value": "10.1007/978-981-96-3002-8_1",
            "propertyID": "DOI"
          },
          "datePublished": "2025",
          "additionalType": "AuthorPaper"
        },
        {
          "url": "https://scholar.google.com/scholar?q=Compact+Complex+Surfaces+Naohiko+Kasuya",
          "@type": "ScholarlyArticle",
          "author": [
            {
              "name": "Naohiko Kasuya",
              "@type": "Person"
            }
          ],
          "headline": "Compact Complex Surfaces",
          "isPartOf": {
            "name": "SpringerBriefs in Mathematics",
            "@type": "Periodical"
          },
          "publisher": {
            "name": "SpringerBriefs in Mathematics",
            "@type": "Organization"
          },
          "identifier": {
            "@type": "PropertyValue",
            "value": "10.1007/978-981-96-3002-8_2",
            "propertyID": "DOI"
          },
          "datePublished": "2025",
          "additionalType": "AuthorPaper",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q55881519"
          ]
        }
      ],
      "sourceOrganization": [
        {
          "url": "https://openalex.org",
          "name": "OpenAlex",
          "@type": "WebSite",
          "usedFor": "Scholarly articles (papers) by author and topic",
          "description": "Open scholarly metadata catalog"
        },
        {
          "url": "https://www.crossref.org",
          "name": "Crossref",
          "@type": "WebSite",
          "usedFor": "Paper metadata cross-verification (triangulation)",
          "description": "DOI registry"
        },
        {
          "url": "https://www.semanticscholar.org",
          "name": "Semantic Scholar",
          "@type": "WebSite",
          "usedFor": "Papers and citations (triangulation)",
          "description": "Academic graph"
        },
        {
          "url": "https://books.google.com",
          "name": "Google Books",
          "@type": "WebSite",
          "usedFor": "Book enrichment, ISBN, descriptions, covers",
          "description": "Digital library for book metadata"
        },
        {
          "url": "https://www.wikidata.org",
          "name": "Wikidata",
          "@type": "WebSite",
          "usedFor": "Author occupation/field, notable works (books)",
          "description": "Open knowledge graph"
        },
        {
          "url": "",
          "name": "Web biographical grounding",
          "@type": "WebSite",
          "usedFor": "Author A1 biographies",
          "description": "LLM web-grounded biographical lookup"
        }
      ],
      "wordCount": 13558,
      "about": [
        {
          "@type": "Thing",
          "name": "topologia różniczkowa",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q1224402",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Differential_topology"
          ]
        }
      ],
      "mentions": [
        {
          "@type": "Person",
          "name": "Naohiko Kasuya",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q102443693"
          ]
        },
        {
          "@type": "Person",
          "name": "Naohiko Kasuya",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q102443693"
          ]
        },
        {
          "@type": "Person",
          "name": "Friedrich Hirzebruch",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q61753",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Friedrich_Hirzebruch"
          ]
        },
        {
          "@type": "Person",
          "name": "Carl Friedrich Gauss",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q6722",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Carl_Friedrich_Gauss"
          ]
        },
        {
          "@type": "Person",
          "name": "Carl Ludwig Siegel",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q61721",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Carl_Ludwig_Siegel"
          ]
        },
        {
          "@type": "Person",
          "name": "Federigo Enriques",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q982529",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Federigo_Enriques"
          ]
        },
        {
          "@type": "Person",
          "name": "Guido Castelnuovo",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q726811",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Guido_Castelnuovo"
          ]
        },
        {
          "@type": "Person",
          "name": "Jean-Pierre Serre",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q212063",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Jean-Pierre_Serre"
          ]
        },
        {
          "@type": "Person",
          "name": "Solomon Lefschetz",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q371942",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Solomon_Lefschetz"
          ]
        },
        {
          "@type": "Person",
          "name": "Kunihiko Kodaira",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q333918",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Kunihiko_Kodaira"
          ]
        },
        {
          "@type": "Person",
          "name": "Bernhard Riemann",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q42299",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Bernhard_Riemann"
          ]
        },
        {
          "@type": "Person",
          "name": "Anthony Phillips",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q453600",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Anthony_Phillips"
          ]
        },
        {
          "@type": "Person",
          "name": "Reinhold Remmert",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q73009",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Reinhold_Remmert"
          ]
        },
        {
          "@type": "Person",
          "name": "Yakov Eliashberg",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q1399503",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Yakov_Eliashberg"
          ]
        },
        {
          "@type": "Person",
          "name": "William Thurston",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q333927",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/William_Thurston"
          ]
        },
        {
          "@type": "Person",
          "name": "Boris Moishezon",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q2378087",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Boris_Moishezon"
          ]
        },
        {
          "@type": "Person",
          "name": "Emmanuel Giroux",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q16064187",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Emmanuel_Giroux"
          ]
        },
        {
          "@type": "Person",
          "name": "Yoichi Miyaoka",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q8054505",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Yoichi_Miyaoka"
          ]
        },
        {
          "@type": "Person",
          "name": "Masahisa Inoue",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q21328994",
            "https://ja.wikipedia.org/wiki/%E4%BA%95%E4%B8%8A%E6%94%BF%E4%B9%85"
          ]
        },
        {
          "@type": "Person",
          "name": "Leonhard Euler",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q7604",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Leonhard_Euler"
          ]
        },
        {
          "@type": "Person",
          "name": "Eugenio Calabi",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q4922",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Eugenio_Calabi"
          ]
        },
        {
          "@type": "Person",
          "name": "Errett Bishop",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q1361544",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Errett_Bishop"
          ]
        },
        {
          "@type": "Person",
          "name": "Yum-Tong Siu",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q329158",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Yum-Tong_Siu"
          ]
        },
        {
          "@type": "Person",
          "name": "Kenji Fukaya",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q3182153",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Kenji_Fukaya"
          ]
        },
        {
          "@type": "Person",
          "name": "Hans Grauert",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q78091",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Hans_Grauert"
          ]
        },
        {
          "@type": "Person",
          "name": "John Milnor",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q215765",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/John_Milnor"
          ]
        },
        {
          "@type": "Person",
          "name": "De Oliveira",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q57849588"
          ]
        },
        {
          "@type": "Thing",
          "name": "Bogomolov",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q890642",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Bogomolov"
          ]
        },
        {
          "@type": "Person",
          "name": "Max Dehn",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q61732",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Max_Dehn"
          ]
        },
        {
          "@type": "Person",
          "name": "Darboux",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q164784",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Jean_Gaston_Darboux"
          ]
        },
        {
          "@type": "Person",
          "name": "Gray",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q191963",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/John_Edward_Gray"
          ]
        },
        {
          "@type": "Person",
          "name": "José Luis Cisneros-Molina",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q102251891"
          ]
        },
        {
          "@type": "Person",
          "name": "Fabrizio Catanese",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q15456268",
            "https://de.wikipedia.org/wiki/Fabrizio_Catanese"
          ]
        },
        {
          "@type": "Person",
          "name": "Thomas Peternell",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q15622258",
            "https://commons.wikimedia.org/wiki/Category:Thomas_Peternell_(mathematician)"
          ]
        },
        {
          "@type": "Person",
          "name": "Tihomir Petrov",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q102245083"
          ]
        },
        {
          "@type": "Person",
          "name": "Yuri Tschinkel",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q2601947",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Yuri_Tschinkel"
          ]
        },
        {
          "@type": "Person",
          "name": "Hélène Esnault",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q104173",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/H%C3%A9l%C3%A8ne_Esnault"
          ]
        },
        {
          "@type": "Person",
          "name": "Lê Dũng Tráng",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q15694557",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/L%C3%AA_D%C5%A9ng_Tr%C3%A1ng"
          ]
        },
        {
          "@type": "Person",
          "name": "Knut Smoczyk",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q102181208"
          ]
        },
        {
          "@type": "Person",
          "name": "Klaus Hulek",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q15456281",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Klaus_Hulek"
          ]
        },
        {
          "@type": "Thing",
          "name": "Kodaira vanishing theorem",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q2518048",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Kodaira_vanishing_theorem"
          ]
        },
        {
          "@type": "Thing",
          "name": "Enriques–Kodaira classification",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q2584390",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Enriques%E2%80%93Kodaira_classification"
          ]
        },
        {
          "@type": "Thing",
          "name": "Bochner–Kodaira–Nakano identity",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q4936245",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Bochner%E2%80%93Kodaira%E2%80%93Nakano_identity"
          ]
        },
        {
          "@type": "Thing",
          "name": "Hirzebruch surface",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q11926170",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Hirzebruch_surface"
          ]
        },
        {
          "@type": "Thing",
          "name": "Atiyah–Hirzebruch spectral sequence",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q17004665",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Atiyah%E2%80%93Hirzebruch_spectral_sequence"
          ]
        },
        {
          "@type": "Thing",
          "name": "Grothendieck–Hirzebruch–Riemann–Roch theorem",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q1899432",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Grothendieck%E2%80%93Riemann%E2%80%93Roch_theorem"
          ]
        },
        {
          "@type": "Thing",
          "name": "Castelnuovo's contraction theorem",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q25303824",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Castelnuovo%27s_contraction_theorem"
          ]
        },
        {
          "@type": "Thing",
          "name": "Castelnuovo–de Franchis theorem",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q5049717",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Castelnuovo%E2%80%93de_Franchis_theorem"
          ]
        },
        {
          "@type": "Book",
          "name": "Local Fields",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q6664008",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Local_Fields"
          ]
        },
        {
          "@type": "Thing",
          "name": "Serre's conjecture II",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q17103221",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Serre%27s_conjecture_II"
          ]
        },
        {
          "@type": "Thing",
          "name": "Serre's theorem on affineness",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q25098884",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Serre%27s_theorem_on_affineness"
          ]
        },
        {
          "@type": "Thing",
          "name": "Riemann sum",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q1156903",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Riemann_sum"
          ]
        },
        {
          "@type": "Book",
          "name": "Ueber die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grunde liegen",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q123410108"
          ]
        },
        {
          "@type": "Book",
          "name": "Schwere, Elektricität und Magnetismus",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q12897171",
            "https://commons.wikimedia.org/wiki/Schwere,_Elektricit%C3%A4t_und_Magnetismus"
          ]
        },
        {
          "@type": "Book",
          "name": "General investigations of curved surfaces of 1827 and 1825",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q123409763"
          ]
        },
        {
          "@type": "Thing",
          "name": "Euler's four-square identity",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q1149225",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Euler%27s_four-square_identity"
          ]
        },
        {
          "@type": "Thing",
          "name": "Riemann–Siegel theta function",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q14769928",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Riemann%E2%80%93Siegel_theta_function"
          ]
        },
        {
          "@type": "Thing",
          "name": "Siegel's lemma",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q2036267",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Siegel%27s_lemma"
          ]
        },
        {
          "@type": "Thing",
          "name": "Siegel upper half-space",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q2283003",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Siegel_upper_half-space"
          ]
        },
        {
          "@type": "Thing",
          "name": "Lefschetz manifold",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q6516732",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Lefschetz_manifold"
          ]
        },
        {
          "@type": "Thing",
          "name": "Švarc–Milnor lemma",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q11085263",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/%C5%A0varc%E2%80%93Milnor_lemma"
          ]
        },
        {
          "@type": "Thing",
          "name": "Milnor–Thurston kneading theory",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q17103861",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Milnor%E2%80%93Thurston_kneading_theory"
          ]
        },
        {
          "@type": "Thing",
          "name": "Dehn invariant",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q30587580",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Dehn_invariant"
          ]
        },
        {
          "@type": "Thing",
          "name": "Dehn's lemma",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q3229337",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Dehn%27s_lemma"
          ]
        },
        {
          "@type": "Thing",
          "name": "Dehn surgery",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q3675173",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Dehn_surgery"
          ]
        },
        {
          "@type": "Book",
          "name": "Theory of Complex Functions",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q120969645"
          ]
        },
        {
          "@type": "Thing",
          "name": "Bishop–Phelps theorem",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q16842437",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Bishop%E2%80%93Phelps_theorem"
          ]
        },
        {
          "@type": "Thing",
          "name": "limited principle of omniscience",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q6549544",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Limited_principle_of_omniscience"
          ]
        },
        {
          "@type": "Thing",
          "name": "setoid",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q7456758",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Setoid"
          ]
        },
        {
          "@type": "Thing",
          "name": "Grauert–Riemenschneider vanishing theorem",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q16978447",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Grauert%E2%80%93Riemenschneider_vanishing_theorem"
          ]
        },
        {
          "@type": "Thing",
          "name": "Andreotti–Grauert theorem",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q57463",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Andreotti%E2%80%93Grauert_theorem"
          ]
        },
        {
          "@type": "Thing",
          "name": "The Moment of Truth",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q976842",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/The_Moment_of_Truth_(1965_film)"
          ]
        },
        {
          "@type": "Thing",
          "name": "Darboux cyclide",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q131753668",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Darboux_cyclide"
          ]
        },
        {
          "@type": "Thing",
          "name": "Darboux transformation",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q56297777",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/Darboux_transformation"
          ]
        },
        {
          "@type": "Book",
          "name": "Three-dimensional geometry and topology",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q134983255"
          ]
        },
        {
          "@type": "Thing",
          "name": "The geometry and topology of three-manifolds",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q7777011",
            "https://en.wikipedia.org/wiki/The_geometry_and_topology_of_three-manifolds"
          ]
        },
        {
          "@type": "ScholarlyArticle",
          "name": "Compact Complex Surfaces",
          "sameAs": [
            "https://www.wikidata.org/wiki/Q55881519"
          ]
        }
      ]
    },
    {
      "@type": "FAQPage",
      "inLanguage": [
        "pl-PL",
        "en-US"
      ],
      "mainEntity": [
        {
          "@type": "Question",
          "name": "Czym różni się geometria zespolona od zwykłej gładkości topologicznej i gdzie leży główny problem badawczy tej dziedziny?",
          "acceptedAnswer": {
            "@type": "Answer",
            "text": "Geometria zespolona różni się od zwykłej gładkości zastosowaniem rygorystycznych przejść holomorficznych, które pełnią w niej rolę konstytucji struktury. Główny problem badawczy tej dziedziny polega na ustaleniu, czy przestrzeń pozwala na wystarczająco bogaty opis przez funkcje holomorficzne, czy też wykazuje deficyty nie do naprawienia samą topologią."
          }
        },
        {
          "@type": "Question",
          "name": "Czym są rozmaitości Kählera i w jaki sposób można odróżnić je od struktur nie-kählerowskich?",
          "acceptedAnswer": {
            "@type": "Answer",
            "text": "Rozmaitości Kählera to przestrzenie posiadające strukturę zespoloną oraz zgodną z nią metrykę hermitowską, z których połączenia powstaje zamknięta dwuforma (forma Kählera). Odróżnić je od struktur nie-kählerowskich można m.in. poprzez sprawdzenie parzystości nieparzystych liczb Bettiego (w przypadku zwartych powierzchni zespolonych pierwsza liczba Bettiego musi być parzysta) lub wykazanie obecności zwartej krzywej zespolonej reprezentującej trywialną drugą klasę homologii, co wyklucza kählerowskość."
          }
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          "@type": "Question",
          "name": "Jakie konkretne typy powierzchni zespolonych nie dopuszczają metryki Kählera?",
          "acceptedAnswer": {
            "@type": "Answer",
            "text": "Metryki Kählera nie dopuszczają nie-kählerowskie powierzchnie eliptyczne (klasa VI) oraz powierzchnie z klasy VII. Do konkretnych typów takich powierzchni należą m.in. powierzchnie Hopfa, Kodairy, Inoue oraz Inoue-Hirzebrucha."
          }
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        {
          "@type": "Question",
          "name": "Czy brak kählerowskiej regularności oznacza chaos i jakimi konkretnymi narzędziami bada się struktury w geometrii zespolonej?",
          "acceptedAnswer": {
            "@type": "Answer",
            "text": "Brak kählerowskiej regularności nie oznacza chaosu ani braku struktury, lecz dowodzi, że struktura zespolona może istnieć poza tym modelem. Do badania struktur w geometrii zespolonej wykorzystuje się m.in. rozdmuchania, dywizory i holomorficzne wiązki liniowe, a także teorię snopów i ich kohomologii."
          }
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          "@type": "Question",
          "name": "Jaka jest relacja między klasycznymi modelami geometrii zespolonej a strukturami nie-kählerowskimi i jak przejść od jednego do drugiego?",
          "acceptedAnswer": {
            "@type": "Answer",
            "text": "Relacja między klasycznymi modelami (np. rozmaitościami Kählera) a strukturami nie-kählerowskimi opiera się na napięciu między dyscypliną i rygorem a elastycznością oraz wyjątkami. Przejście między tymi obszarami odbywa się poprzez budowanie mostów łączących analizę zespoloną, topologię różniczkową, geometrię kontaktową i symplektyczną."
          }
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          "@type": "Question",
          "name": "Dlaczego w geometrii zespolonej degeneracja włókna nie jest traktowana jako błąd lub chaos, lecz jako źródło informacji o strukturze?",
          "acceptedAnswer": {
            "@type": "Answer",
            "text": "Degeneracja włókna ujawnia miejsca, w których struktura musiała pójść na kompromis, pokazując tym samym rzeczywistą konstrukcję obrazu. Lokalne pęknięcie staje się źródłem danych globalnych, a kontrolowana forma singularności pozwala na subtelniejszą klasyfikację i badanie m.in. monodromii."
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          "name": "W jaki sposób topologiczne konstrukcje achiralne pozwalają na budowę struktur nie-kählerowskich na przestrzeni $\\mathbb{R}^4$?",
          "acceptedAnswer": {
            "@type": "Answer",
            "text": "Budowa struktur nie-kählerowskich na $\\mathbb{R}^4$ odbywa się poprzez wykorzystanie achiralnego rozwłóknienia Matsumoto-Fukayi jako szkieletu topologicznego. Konstrukcja ta polega na analitycznym sklejaniu kanonicznego modelu otoczenia osobliwego włókna eliptycznego typu $I_1$ z iloczynem holomorficznego pierścienia i dysku."
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        },
        {
          "@type": "Question",
          "name": "Czy na przestrzeni R4 i innych rozmaitościach czterowymiarowych mogą istnieć różne, nie-kählerowskie struktury zespolone?",
          "acceptedAnswer": {
            "@type": "Answer",
            "text": "Tak, na $\\mathbb{R}^4$ istnieje nieprzeliczalnie wiele parami nie-biholomorficznych, nie-kählerowskich struktur zespolonych. Wynik ten można rozszerzyć na każdą spójną, otwartą i orientowalną czterowymiarową rozmaitość gładką, która również dopuszcza nieprzeliczalnie wiele takich struktur."
          }
        },
        {
          "@type": "Question",
          "name": "Jaka jest rola struktur nie-kählerowskich w geometrii zespolonej i jak łączą się one z pojęciem pseudowypukłości?",
          "acceptedAnswer": {
            "@type": "Answer",
            "text": "Struktury nie-kählerowskie stanowią pełnoprawny sposób organizacji przestrzeni i służą jako laboratorium teorii, szczególnie gdy zwartość nie narzuca klasycznych ograniczeń. Łączą się one z pojęciem pseudowypukłości poprzez wyznaczenie granicy między obszarami, w których funkcje holomorficzne mają pełną siłę organizującą (rygor), a tymi, gdzie struktura zespolona istnieje bez takiego rygoru."
          }
        },
        {
          "@type": "Question",
          "name": "Czym jest pseudowypukłość w analizie zespolonej i jakie są cechy charakterystyczne rozmaitości Steina?",
          "acceptedAnswer": {
            "@type": "Answer",
            "text": "Pseudowypukłość to odpowiednik wypukłości w analizie zespolonej wielu zmiennych, definiowany przez zachowanie funkcji plurisubharmonicznych i formy Leviego. Rozmaitości Steina są holomorficznie wypukłymi rozmaitościami zespolonymi, na których funkcje holomorficzne rozdzielają punkty i dostarczają lokalnych układów współrzędnych; charakteryzują się one również istnieniem wyczerpującej ściśle plurisubharmonicznej funkcji."
          }
        },
        {
          "@type": "Question",
          "name": "Czym jest rygor przestrzeni Steina i jak silna pseudowypukłość brzegu wiąże się z globalną strukturą rozmaitości zespolonej?",
          "acceptedAnswer": {
            "@type": "Answer",
            "text": "Rygor przestrzeni Steina polega na wymogu globalnej kontroli nad rozmaitością za pomocą funkcji, co wykracza poza samą lokalną analityczność. Silna pseudowypukłość brzegu jest lokalnym i brzegowym odpowiednikiem tej filozofii, narzucając strukturę zgodną z logiką funkcji holomorficznych."
          }
        },
        {
          "@type": "Question",
          "name": "Czym różni się rygor struktur Steinowskich od właściwości rozmaitości silnie pseudowklęsłych?",
          "acceptedAnswer": {
            "@type": "Answer",
            "text": "Struktury Steinowskie oraz rozmaitości silnie pseudowypukłe są restrykcyjne, a ich brzegi muszą spełniać konkretne ograniczenia topologiczne i kontaktowe wynikające z wypełnialności holomorficznej. W przeciwieństwie do nich, w przypadku rozmaitości silnie pseudowklęsłych następuje odwrócenie znaku: rozmaitość leży powyżej poziomu zerowego funkcji definiującej, a jej brzeg indukuje ujemną strukturę kontaktową."
          }
        },
        {
          "@type": "Question",
          "name": "Czym różni się rola brzegu w przypadku rozmaitości pseudowypukłych od rozmaitości pseudowklęsłych i jakie narzędzia pozwalają to badać?",
          "acceptedAnswer": {
            "@type": "Answer",
            "text": "W rozmaitościach pseudowypukłych brzeg musi spełniać wysokie wymagania regularności, podczas gdy w przypadku pseudowklęsłych każda dodatnia, zamknięta trójwymiarowa rozmaitość kontaktowa może być brzegiem nieskończenie wielu wypełnień holomorficznych. Do badania tych różnic służy geometria kontaktowa wymiaru trzeciego oraz narzędzia takie jak chirurgia kontaktowa Dehna i holomorficzne doklejanie rączki."
          }
        },
        {
          "@type": "Question",
          "name": "Czym charakteryzuje się struktura kontaktowa i jakie są jej fundamentalne właściwości lokalne oraz globalne?",
          "acceptedAnswer": {
            "@type": "Answer",
            "text": "Struktura kontaktowa to geometria permanentnego skręcenia występująca w wymiarach nieparzystych, stanowiąca syntezę pola płaszczyzn i dynamiki wyznaczonej przez pole wektorowe Reeba. Lokalnie struktury te są identyczne i pozbawione niezmienników (zgodnie z twierdzeniem Darboux), natomiast ich różnice ujawniają się na poziomie globalnym, w topologii i sposobie sklejenia."
          }
        },
        {
          "@type": "Question",
          "name": "Czym różnią się struktury kontaktowe napięte od przekręconych i jakie ma to znaczenie dla geometrii?",
          "acceptedAnswer": {
            "@type": "Answer",
            "text": "Struktury przekręcone zawierają przynajmniej jeden dysk ograniczony węzłem Legendre'a o liczbie Thurstona-Bennequina równej zero, natomiast struktury napięte nie posiadają takiego dysku. Różnica ta wpływa na geometrię w taki sposób, że struktury przekręcone są elastyczne i podlegają klasyfikacji topologicznej, podczas gdy struktury napięte cechują się większą sztywnością i rygorem."
          }
        },
        {
          "@type": "Question",
          "name": "W jaki sposób narzędzia topologii kontaktowej prowadzą do wniosku, że każda dodatnia rozmaitość kontaktowa dopuszcza nieskończenie wiele wklęsłych wypełnień holomorficznych?",
          "acceptedAnswer": {
            "@type": "Answer",
            "text": "Wniosek ten opiera się na wykorzystaniu chirurgii kontaktowej oraz korespondencji Girouxa, która łączy struktury kontaktowe z rozkładami na otwarte księgi. Dzięki tym narzędziom oraz teorii powierzchni wypukłych możliwe jest konstruowanie wypełnień dla szerokiej klasy rozmaitości poprzez operacje holomorficzne na wklęsłych brzegach."
          }
        },
        {
          "@type": "Question",
          "name": "W jaki sposób mechanizm doklejania rączek w obszarze pseudowklęsłym pozwala na realizację dowolnej dodatniej rozmaitości kontaktowej jako brzegu?",
          "acceptedAnswer": {
            "@type": "Answer",
            "text": "Mechanizm ten polega na holomorficznym doklejaniu wklęsnej rączki z rdzeniem będącym dyskiem holomorficznym wzdłuż węzła transwersalnego. Pozwala to na realizację obu rodzajów chirurgii kontaktowej Dehna (±1), a dzięki twierdzeniu Dinga i Geigesa, że dowolne dodatnie rozmaitości kontaktowe można połączyć ciągiem takich operacji, możliwe jest uzyskanie wklęsłego wypełnienia dla każdej zadanej przestrzeni kontaktowej."
          }
        },
        {
          "@type": "Question",
          "name": "Czym różni się silna pseudowklęsłość od pseudowypukłości i dlaczego pozwala na istnienie nieskończenie wielu wypełnień holomorficznych dla dowolnej rozmaitości kontaktowej?",
          "acceptedAnswer": {
            "@type": "Answer",
            "text": "Silna pseudowklęsłość różni się od pseudowypukłości zmianą orientacji relacji między funkcją definiującą, wnętrzem a brzegiem; rozmaitość leży „powyżej” poziomu zerowego brzegu. Istnienie nieskończenie wielu wypełnień holomorficznych wynika z braku przeszkód topologicznych i geometrycznych oraz możliwości zastosowania mechanizmu doklejania wklęsnych rączek holomorficznych wzdłuż węzłów transwersalnych."
          }
        },
        {
          "@type": "Question",
          "name": "W jaki sposób można konstrukcyjnie uzyskać dowolny brzeg kontaktowy w geometrii zespolonej?",
          "acceptedAnswer": {
            "@type": "Answer",
            "text": "Dowolny brzeg kontaktowy można uzyskać konstrukcyjnie poprzez zastosowanie odpowiedniego ciągu chirurgii (±1). Metoda ta opiera się na kontaktowych chirurgiach Dehna oraz holomorficznym doklejaniu wklęsłej rączki."
          }
        },
        {
          "@type": "Question",
          "name": "W jaki sposób technicznie konstruuje się wypełnienia holomorficzne dla dowolnych rozmaitości kontaktowych i czym różni się to od konstrukcji Steinowskich?",
          "acceptedAnswer": {
            "@type": "Answer",
            "text": "Wypełnienia holomorficzne konstruuje się poprzez przejście od modelowej przestrzeni do zadanej rozmaitości kontaktowej za pomocą skończonego ciągu chirurgii kontaktowych (+1) i (−1), które realizowane są przez doklejanie wklęsłych rączek holomorficznych. W przeciwieństwie do konstrukcji Steinowskich, gdzie doklejanie rączek podlega ścisłym ograniczeniom indeksowym i kontaktowym, rączki u Kasuyi i Zuddasa operują po stronie wklęsłej, co zapewnia większą elastyczność i pozwala na realizację każdej dodatniej, zamkniętej trójwymiarowej rozmaitości kontaktowej."
          }
        },
        {
          "@type": "Question",
          "name": "Czym są wklęsłe wypełnienia Kählera i czy ich istnienie implikuje wypełnialność Steinowską?",
          "acceptedAnswer": {
            "@type": "Answer",
            "text": "Wklęsłe wypełnienia Kählera to obiekty, w których potencjał Kählera w obszarze kołnierza pełni jednocześnie funkcję ściśle plurisubharmonicznej funkcji definiującej całą rozmaitość. Kwestia tego, czy dopuszczanie takiego wypełnienia implikuje wypełnialność w sensie Steina, pozostaje obecnie nierozstrzygniętym problemem badawczym."
          }
        },
        {
          "@type": "Question",
          "name": "Jakie znaczenie dla całej teorii ma fakt, że dowolna rozmaitość kontaktowa może mieć nieskończenie wiele wypełnień holomorficznych?",
          "acceptedAnswer": {
            "@type": "Answer",
            "text": "Fakt ten dowodzi, że przestrzeń jest bogatsza niż jej topologia, a klasyczna intuicja regularności zostaje przekroczona. Pokazuje on, że brzeg może pełnić funkcję generatora i stawia centralne pytania o naturę struktury oraz relację między sztywnością a elastycznością."
          }
        },
        {
          "@type": "Question",
          "name": "Jak zmienia się rozpoznawanie struktur kählerowskich i nie-kählerowskich przy przejściu od powierzchni zwartych do rozmaitości otwartych, zwłaszcza w przypadku R4?",
          "acceptedAnswer": {
            "@type": "Answer",
            "text": "W przypadku powierzchni zwartych kählerowskość rozpoznaje się po parzystości pierwszej liczby Bettiego, natomiast dla rozmaitości otwartych ten test topologiczny przestaje wystarczać. Wymaga to stosowania subtelniejszych narzędzi, takich jak analiza obecności zwartej krzywej zespolonej reprezentującej trywialną drugą klasę homologii. W szczególności na $\\mathbb{R}^4$ istnieją nieprzeliczalnie wiele parami nie-biholomorficznych struktur zespolonych o charakterze nie-kählerowskim."
          }
        },
        {
          "@type": "Question",
          "name": "Jaka jest różnica między rygorem analitycznym rozmaitości Steina a globalną naturą geometrii kontaktowej w kontekście wypełnień holomorficznych?",
          "acceptedAnswer": {
            "@type": "Answer",
            "text": "Rygor rozmaitości Steina opiera się na pełnej analitycznej kontroli, gdzie funkcje globalne rozdzielają punkty i organizują strukturę przestrzeni. Z kolei geometria kontaktowa w wymiarze trzecim jest strukturą globalną, pozbawioną niezmienników lokalnych, która pojawia się jako struktura dziedziczona przez brzeg rozmaitości zespolonej."
          }
        },
        {
          "@type": "Question",
          "name": "Jaka jest różnica w możliwościach realizowalności wypełnień holomorficznych między obszarem pseudowypukłym a pseudowklęsłym i jakie znaczenie ma to dla całej teorii?",
          "acceptedAnswer": {
            "@type": "Answer",
            "text": "Wypełnialność po stronie pseudowypukłej jest restrykcyjna, natomiast w przypadku obszarów pseudowklęsłych występuje uniwersalna realizowalność, co oznacza, że każda dodatnia zwarta trójwymiarowa rozmaitość kontaktowa dopuszcza nieskończenie wiele wklęsłych wypełnień holomorficznych. Odwrócenie brzegu zmienia strukturę możliwości: pseudowypukłość selekcjonuje, a pseudowklęsłość realizuje i otwiera drogę do elastyczności."
          }
        },
        {
          "@type": "Question",
          "name": "Czy brak struktury kählerowskiej w geometrii zespolonej oznacza jedynie chaos i brak regularności?",
          "acceptedAnswer": {
            "@type": "Answer",
            "text": "Nie-kählerowskość nie oznacza chaosu ani braku regularności, lecz jest pełnoprawnym obszarem poznania i informacją o tym, że struktura zespolona nie synchronizuje się z zamkniętą formą Kählera. Stanowi ona pozytywną treść geometryczną, która pozwala rozpoznawać struktury niemieszczące się w klasycznym modelu regularności."
          }
        },
        {
          "@type": "Question",
          "name": "W jaki sposób zmiana orientacji brzegu z pseudowypukłego na pseudowklęsły wpływa na możliwość istnienia wypełnień holomorficznych?",
          "acceptedAnswer": {
            "@type": "Answer",
            "text": "Zmiana orientacji brzegu z pseudowypukłego na pseudowklęsły znosi restrykcyjność w kwestii istnienia wypełnień holomorficznych. Podczas gdy nie każdy brzeg pseudowypukły może zostać wypełniony, każda dodatnia zamknięta trójwymiarowa rozmaitość kontaktowa o brzegu pseudowklęsłym dopuszcza nieskończenie wiele takich wypełnień."
          }
        },
        {
          "@type": "Question",
          "name": "Czym różni się podejście do brzegów w przypadku pseudowypukłości i pseudowklęsłości oraz jakie pytania pozostają otwarte w kontekście wypełnień Kählera?",
          "acceptedAnswer": {
            "@type": "Answer",
            "text": "W przypadku pseudowypukłości brzeg służy do testowania, czy wnętrze może być Steinowskie lub holomorficznie wypukłe, natomiast w pseudowklęsłości staje się on punktem wyjścia i generatorem konstrukcji wnętrza. Otwartym pytaniem pozostaje kwestia, czy dopuszczenie wklęsłego wypełnienia Kählera implikuje wypełnialność w sensie Steina."
          }
        },
        {
          "@type": "Question",
          "name": "Jakie jest ostateczne znaczenie badania struktur nie-kählerowskich i pseudowklęsłych dla rozumienia geometrii zespolonej?",
          "acceptedAnswer": {
            "@type": "Answer",
            "text": "Badanie struktur nie-kählerowskich i pseudowklęsłych pokazuje, że geometria zespolona to nauka o wielu sposobach organizowania struktury, a nie tylko o jednym ideale regularności. Pozwala to zrozumieć relację między lokalnością a globalnością oraz dostrzec, że obszary poza klasycznym centrum stanowią laboratorium poszerzające pole możliwego."
          }
        }
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      "full_text": "Geometria zespolona między regularnością a oporem materii. Geometria zespolona zaczyna się od pozornie łagodnej idei: badać przestrzenie, które lokalnie przypominają wielowymiarową przestrzeń liczb zespolonych. W tym \"lokalnie\" mieści się jednak cała dramaturgia dyscypliny. Lokalnie wiele struktur wygląda niewinnie. Lokalnie krzywa jest prosta, powierzchnia jest płaska, a rozmaitość zespolona może sprawiać wrażenie analitycznego salonu, gdzie każda funkcja zna swoje miejsce, każda współrzędna zachowuje dobre maniery, a każde przejście między mapami odbywa się holomorficznie, czyli z zachowaniem rygoru znacznie silniejszego niż zwykła gładkość. geometria, jak polityka instytucjonalna, nie rozgrywa się wyłącznie lokalnie. Prawdziwy charakter ustroju poznajemy dopiero globalnie: w obiegu funkcji, w istnieniu krzywych, w wiązkach, w osobliwościach, w możliwościach zanurzenia, w sposobach, w jakie lokalna zgodność lubi zamieniać się w globalny konflikt. Rozmaitość zespolona jest czymś więcej niż gładką przestrzenią wyposażoną w dodatkowy aparat analityczny. Jest przestrzenią, w której pojęcie funkcji holomorficznej pełni rolę konstytucji. Funkcja holomorficzna nie jest tu tylko narzędziem obliczeniowym.\nJest testem struktury. To ona rozdziela punkty, opisuje lokalne współrzędne, pozwala odróżniać przestrzenie Steina od przestrzeni bardziej opornych, a także ujawnia, czy dana rozmaitość nadaje się do zanurzenia w przestrzeń afiniczną lub rzutową. W tej teorii nie wystarczy powiedzieć, że przestrzeń jest \"gładka\". Gładkość jest dopiero grzecznym początkiem rozmowy. Pytanie brzmi: czy przestrzeń pozwala się opisać przez funkcje holomorficzne w sposób dostatecznie bogaty, czy też ukrywa deficyty, których nie da się naprawić samą topologią? Książka Kasuyi sytuowana jest właśnie na tej granicy.\nWedług opisu wydawniczego Springer jej główne tematy to nie-kählerowskie powierzchnie zespolone i silnie pseudowklęsłe powierzchnie zespolone, a autor pokazuje je jako obszary, które choć długo pozostawały w cieniu rozmaitości Kählera i silnej pseudowypukłości, ujawniają głębokie związki z topologią różniczkową, geometrią kontaktową i symplektyczną. Ten opis dobrze oddaje sens materiału źródłowego: chodzi nie o zaprzeczenie klasycznemu centrum geometrii zespolonej, lecz o przesunięcie uwagi ku temu, co klasyczne centrum spychało na peryferie, ponieważ było mniej regularne, mniej algebraiczne, mniej podatne na standardowe narzędzia. Najpierw trzeba jednak zrozumieć, czym jest owo centrum.",
      "char_start": 0,
      "section_id": "sec-1",
      "hidden_question": "Czym różni się geometria zespolona od zwykłej gładkości topologicznej i gdzie leży główny problem badawczy tej dziedziny?",
      "estimated_length": 2511
    },
    {
      "h2": "Rozmaitości Kählera jako model harmonii i granice topologicznej kontroli",
      "index": 1,
      "char_end": 7357,
      "position": 2,
      "full_text": "W geometrii zespolonej szczególną rolę odgrywają rozmaitości Kählera. Są one miejscem spotkania trzech języków: zespolonego, riemannowskiego i symplektycznego. Rozmaitość ma strukturę zespoloną, czyli operator J, który formalnie zachowuje się jak mnożenie przez jednostkę urojoną. Ma metrykę hermitowską, zgodną z tą strukturą. Z metryki i struktury zespolonej powstaje dwuforma, nazywana formą Kählera. Gdy ta forma jest zamknięta, przestrzeń osiąga szczególny poziom zgodności: analiza zespolona, geometria metryczna i topologia różniczkowa zaczynają mówić jednym językiem. To właśnie dlatego rozmaitości Kählera są tak wygodne, tak płodne i tak dominujące. Są jak dobrze napisany kodeks: nie usuwa wszystkich sporów, ale sprawia, że spory mają wspólną procedurę.\npodkreślono, że przykłady regularnych przestrzeni Kählera obejmują rozmaitości rzutowe i niektóre powierzchnie K3, a jedną z charakterystycznych konsekwencji kählerowskości jest parzystość nieparzystych liczb Bettiego. Dla zwartych powierzchni zespolonych, czyli rozmaitości zespolonych wymiaru dwa, pojawia się szczególnie eleganckie kryterium: według twierdzenia Kodairy, Miyaoki i Siu zwarta powierzchnia zespolona jest kählerowska wtedy i tylko wtedy, gdy jej pierwsza liczba Bettiego jest parzysta.\nTo zdanie ma wagę większą, niż sugeruje jego techniczna forma. Mówi ono, że w wymiarze zespolonym dwa własność analityczno-geometryczna zostaje uchwycona przez niezmiennik topologiczny. Innymi słowy: niekiedy topologia umie podsłuchać geometrię.\nzaczyna się podejrzliwość, bez której matematyka byłaby tylko księgowością definicji. Czy każde istotne rozróżnienie geometryczne da się sprowadzić do topologii? Czy fakt, że zwarta powierzchnia zespolona z nieparzystym b1 nie jest kählerowska, pozwala nam zrozumieć wszystkie formy nie-kählerowskości? Nie. To byłoby zbyt wygodne, czyli podejrzane. Materiał źródłowy trafnie wskazuje, że przejście od powierzchni zwartych do otwartych komplikuje sytuację zasadniczo. Z topologicznego punktu widzenia każda otwarta, zorientowana rozmaitość czterowymiarowa dopuszcza metrykę Kählera, zatem sama topologia nie wystarcza do odróżnienia struktur kählerowskich od nie-kählerowskich.\nTam, gdzie zwartość dawała twardą kontrolę, otwartość wprowadza swobodę. swoboda, jak wiadomo, jest piękna dopiero wtedy, gdy ma narzędzia odróżniania prawdy od kaprysu. Kasuya i przywoływane przez niego konstrukcje sięgają po subtelniejsze kryteria. Jedno z nich mówi, że jeżeli rozmaitość zespolona zawiera zwartą krzywą zespoloną reprezentującą trywialną drugą klasę homologii, to rozmaitość ta nie może być kählerowska. Intuicja jest następująca: forma Kählera jako forma zamknięta i dodatnia powinna dodatnio mierzyć objętość krzywej zespolonej. Jeżeli jednak klasa homologii tej krzywej jest trywialna, całkowanie zamkniętej formy po niej musiałoby dać zero. Powstaje sprzeczność między dodatniością geometryczną a trywialnością homologiczną. Tak właśnie działa dobra matematyczna diagnoza: nie krzyczy, nie moralizuje, tylko znajduje miejsce, w którym dwa warunki nie mogą jednocześnie oddychać. Na tym tle trzeba czytać klasyfikację zwartych powierzchni zespolonych. Kasuya przyjmuje oryginalną klasyfikację Kodairy, choć współcześnie częściej używa się klasyfikacji Enriquesa-Kodairy.\nTen wybór nie jest przypadkowy. Oryginalny podział lepiej uwydatnia rolę powierzchni nie-kählerowskich i eliptycznych, a więc tych, które w analizowanej książce stają się pierwszoplanowe. Klasyfikacja nie jest tu muzealnym katalogiem, lecz mapą napięć między algebraicznością, eliptycznością, kählerowskością i nie-kählerowską odmiennością. Centralnym niezmiennikiem jest wymiar algebraiczny a(V), mierzony przez stopień przestępny ciała funkcji meromorficznych na powierzchni. Może on przyjmować wartości zero, jeden albo dwa. Gdy a(V)=2, powierzchnia jest rzutową powierzchnią algebraiczną. Gdy a(V)=1, powierzchnia jest eliptyczna, czyli dopuszcza holomorficzne rozwłóknienie z włóknem będącym krzywą eliptyczną nad rzutową krzywą algebraiczną. Gdy a(V)=0, klasyfikacja wymaga dalszego rozróżnienia według pierwszej liczby Bettiego: b1=4 prowadzi do torusa zespolonego, b1=1 do powierzchni klasy VII, a b1=0 do powierzchni K3.\nTo techniczne rozgałęzienie ma głęboki sens filozoficzny. Wymiar algebraiczny mówi, ile funkcji meromorficznych przestrzeń \"dopuszcza\" jako narzędzia globalnego opisu. Przestrzeń algebraiczna jest bogata w takie funkcje. Przestrzeń o wymiarze algebraicznym zero jest skąpa, oporna, milcząca. Nie chodzi o to, że nie istnieje; przeciwnie, istnieje aż nadto intensywnie. Ale nie chce mówić językiem algebraicznej przejrzystości. Dla geometrii jest to sytuacja podobna do kontaktu z instytucją, która formalnie działa, lecz nie produkuje dokumentów, dzięki którym można by ją prosto rozliczyć. Trzeba wtedy zmienić metodę badania.",
      "char_start": 2512,
      "section_id": "sec-2",
      "hidden_question": "Czym są rozmaitości Kählera i w jaki sposób można odróżnić je od struktur nie-kählerowskich?",
      "estimated_length": 4845
    },
    {
      "h2": "Nie-kählerowska alternatywa w klasyfikacji Kodairy",
      "index": 2,
      "char_end": 8972,
      "position": 3,
      "full_text": "W oryginalnej klasyfikacji Kodairy, rekonstruowanej w notatce, pojawia się siedem klas powierzchni: płaszczyzna rzutowa i powierzchnie prostokreślne, powierzchnie K3, torusy zespolone, kählerowskie powierzchnie eliptyczne, powierzchnie algebraiczne typu ogólnego, nie-kählerowskie powierzchnie eliptyczne oraz nie-kählerowskie powierzchnie klasy VII. Szczególnie istotne są klasy VI i VII.\nTo one przechowują nie-kählerowską alternatywę. Klasa VI obejmuje nie-kählerowskie powierzchnie eliptyczne z nieparzystą pierwszą liczbą Bettiego większą lub równą trzy. Klasa VII obejmuje nie-kählerowskie powierzchnie z b1=1. Nie-kählerowskość nie jest jednak jednorodnym brakiem. To nie jest po prostu \"nieposiadanie metryki Kählera\", tak jak bezrobocie nie jest jednolitą kategorią egzystencjalną, a \"brak aplikacji\" nie znaczy jeszcze, że ktoś jest wolny od technologii. Wśród powierzchni nie-kählerowskich pojawiają się różne typy: powierzchnie Hopfa, powierzchnie Kodairy, powierzchnie Inoue oraz Inoue-Hirzebrucha. Każda z tych rodzin ma własną logikę.\nPowierzchnie Hopfa należą do klasy VII, mają b1=1, a ich uniwersalną przestrzenią nakrywającą jest C2∖{0}. Pierwotne powierzchnie Hopfa są dyfeomorficzne z S3×S1\nPowierzchnie Kodairy pojawiają się w wariancie pierwotnym i wtórnym: pierwotne należą do klasy VI, wtórne do klasy VII; są klasycznymi przykładami struktur zespolonych i symplektycznych, które mimo to nie dopuszczają metryki Kählera. Powierzchnie Inoue wyróżniają się brakiem zwartych krzywych zespolonych, natomiast powierzchnie Inoue-Hirzebrucha zawierają charakterystyczne cykle krzywych wymiernych.",
      "char_start": 7358,
      "section_id": "sec-3",
      "hidden_question": "Jakie konkretne typy powierzchni zespolonych nie dopuszczają metryki Kählera?",
      "estimated_length": 1614
    },
    {
      "h2": "Nie-kählerowskość jako struktura i aparat narzędziowy geometrii zespolonej",
      "index": 3,
      "char_end": 14461,
      "position": 4,
      "full_text": "To zróżnicowanie ma znaczenie metodologiczne. Gdy początkujący czytelnik słyszy \"nie-kählerowskie\", może odruchowo uznać, że mamy do czynienia z kategorią negatywną, z geometrią defektu. To błąd. Nie-kählerowskość jest raczej laboratorium oporu wobec nadmiernej harmonizacji. Pokazuje, że struktura zespolona może istnieć poza kählerowskim kompromisem, że symplektyczność nie zawsze prowadzi do kählerowskości, że obecność lub brak krzywych zespolonych zmienia charakter przestrzeni, a globalna geometria nie jest prostą sumą lokalnych zachowań. Matematyka w tym miejscu mówi coś, co nauki społeczne powinny sobie wypisać nad biurkiem: brak jednego modelu regularności nie oznacza braku struktury. Czasem oznacza po prostu, że patrzymy niewłaściwym aparatem.\nAparat zaczyna się od podstawowych narzędzi geometrii zespolonej. Jednym z nich jest rozdmuchanie, czyli operacja zastąpienia punktu krzywą wymierną o ujemnej samo-intersekcji, zwaną krzywą wyjątkową. W topologii różniczkowej wymiaru cztery odpowiada to sumie spójnej z odwróconą orientacją płaszczyzną rzutową zespoloną. Rozdmuchanie jest jedną z tych operacji, które pięknie pokazują różnicę między myśleniem punktowym a geometrycznym. Punkt wydaje się niczym: bezwymiarowym znakiem. A jednak w geometrii zespolonej można go zastąpić całą krzywą. To nie kosmetyka. To zmiana lokalnej anatomii przestrzeni. Jakby w miejscu administracyjnej kropki na mapie nagle ujawniła się cała instytucja z własnymi korytarzami, procedurami i historią.\nZ rozdmuchaniami wiąże się pojęcie minimalności. Twierdzenie Castelnuovo mówi, że każdą zwartą powierzchnię zespoloną można redukować przez ściąganie odpowiednich krzywych wyjątkowych do powierzchni minimalnej, czyli takiej, która nie zawiera żadnych (−1)-krzywych. Minimalność nie oznacza prostoty w banalnym sensie. Oznacza raczej brak pewnych redukowalnych nadmiarów. W klasyfikacji powierzchni to etap oczyszczania struktury z elementów, które powstały przez rozdmuchania i mogą zostać odwrócone. Matematyka znów pokazuje tu starą zasadę dobrej analizy: zanim zaczniesz klasyfikować, usuń artefakty procedury.\nDrugim zestawem narzędzi są dywizory i holomorficzne wiązki liniowe. Dywizor to formalna kombinacja nierozkładalnych podzbiorów analitycznych kowymiaru jeden. Każdemu dywizorowi można przyporządkować holomorficzną wiązkę liniową, a klasy takich wiązek tworzą grupę Picarda. Szczególną rolę pełni wiązka kanoniczna, której przekrojami są globalne holomorficzne formy najwyższego stopnia. Ten język może wydawać się hermetyczny, ale jego funkcja jest prosta: pozwala przełożyć geometrię podzbiorów na algebrę wiązek, a algebrę wiązek na dane kohomologiczne. To jest wielka siła geometrii algebraicznej i zespolonej: umie zamieniać kształt na rachunek, a rachunek z powrotem na kształt.\npojawia się teoria snopów i ich kohomologii. Snop przyporządkowuje zbiorom otwartym lokalne dane, na przykład kiełki funkcji holomorficznych, ale jego prawdziwa moc polega na tym, że pozwala badać, czy lokalne dane można skleić globalnie. To jedna z najgłębszych idei nowoczesnej matematyki: problem globalny nie polega tylko na posiadaniu poprawnych elementów lokalnych. Polega na możliwości ich zgodnego sklejenia. W języku instytucjonalnym: można mieć znakomite departamenty, a mimo to fatalne państwo, jeżeli zawodzi mechanizm koordynacji. Snopy formalizują właśnie tę różnicę między lokalną kompetencją a globalną spójnością.\nZ ciągu wykładniczego snopów i długiego ciągu dokładnego kohomologii wynika możliwość klasyfikacji holomorficznych wiązek liniowych przez pierwszą klasę Cherna oraz elementy jakobianu. Klasy Cherna są topologicznymi śladami wiązek. Mówią, jak bardzo dana wiązka jest skręcona, jak dalece nie jest trywialnym produktem. Dzięki nim geometria lokalnych włókien zyskuje mierzalny wymiar globalny. To kolejny przykład zasady, że w geometrii zespolonej prawda o całości nie daje się sprowadzić do prawdy o małych fragmentach. Do tego dochodzi wzór dołączenia, który pozwala wyrazić wiązkę kanoniczną gładkiej hiperpowierzchni przez geometrię przestrzeni otaczającej i dywizor tej hiperpowierzchni. W praktyce jest to narzędzie rozumienia, jak podprzestrzeń dziedziczy i przekształca geometrię większej przestrzeni. Nie jest biernym fragmentem. Ma własną kanoniczną strukturę, ale struktura ta wynika z relacji z otoczeniem. To bardzo kulturalne twierdzenie: przypomina, że tożsamość obiektu nie jest ani czystą autonomią, ani prostym odbiciem środowiska, lecz relacją między własnym kształtem a warunkami osadzenia.\nTwierdzenie Riemanna-Rocha, dwoistość Serre'a i holomorficzna charakterystyka Eulera pozwalają z kolei przewidywać wymiary przestrzeni globalnych przekrojów wiązek. W klasyfikacji powierzchni nie chodzi przecież tylko o to, jakie obiekty istnieją, ale ile istnieje globalnych sekcji, jak zachowują się wiązki kanoniczne, czy można zbudować odwzorowania do przestrzeni rzutowych, czy geometria produkuje dostatecznie dużo funkcji, aby sama siebie opisać. W tle działa twierdzenie Siegela: zbiór funkcji meromorficznych na zwartej rozmaitości tworzy ciało skończonego stopnia przestępnego, a właśnie ten stopień wyznacza wymiar algebraiczny. Wymiar algebraiczny jest więc miarą globalnej ekspresji meromorficznej. Przestrzeń bogata w funkcje meromorficzne mówi dużo. Przestrzeń uboga zmusza nas do słuchania ciszy.\nmożna już dostrzec główną intencję analizowanego materiału. Nie chodzi o encyklopedyczne zebranie definicji, choć definicje są konieczne.",
      "char_start": 8973,
      "section_id": "sec-4",
      "hidden_question": "Czy brak kählerowskiej regularności oznacza chaos i jakimi konkretnymi narzędziami bada się struktury w geometrii zespolonej?",
      "estimated_length": 5488
    },
    {
      "h2": "Napięcie między rygorem kählerowskim a elastycznością struktur",
      "index": 4,
      "char_end": 18502,
      "position": 5,
      "full_text": "Chodzi o pokazanie, że geometria zespolona rozwija się jako napięcie między modelami dobrze kontrolowanymi a strukturami, które wymykają się klasycznej kontroli, lecz nie są chaosem. Rozmaitości Kählera, powierzchnie rzutowe, przestrzenie Steina i pseudowypukłość tworzą jedną stronę tej historii: stronę dyscypliny, wypukłości, funkcji wyczerpujących, zanurzeń, dodatniości i koherencji. Powierzchnie nie-kählerowskie, konstrukcje Calabiego-Eckmanna, nie-kählerowskie struktury na R4, pseudowklęsłość i kontaktowe brzegi tworzą stronę drugą: stronę elastyczności, wyjątków, operacji chirurgicznych, brzegów, które nie zachowują się jak klasyczne domeny holomorficzności.\nksiążka Kasuyi jest ciekawa. Springer podkreśla, że badania nad zwłaszcza niezwartymi nie-kählerowskimi powierzchniami zespolonymi i silnie pseudowklęsłymi powierzchniami są wciąż na relatywnie wczesnym etapie, z wieloma obszarami oczekującymi rozwoju. Nie jest to więc wyłącznie podręcznikowa rekonstrukcja znanego krajobrazu. To raczej raport z pogranicza. A pogranicza w nauce bywają najciekawsze, bo tam kończy się elegancja gotowych klasyfikacji, a zaczyna prawdziwa robota: trzeba budować mosty między analizą zespoloną, topologią różniczkową, geometrią kontaktową i symplektyczną. Matematyka, która nie wychodzi z salonu, prędzej czy później zaczyna mylić parkiet z kosmosem.\nKolejny krok prowadzi ku powierzchniom eliptycznym i rozwłóknieniom Lefschetza. To one pokażą, jak geometria zespolona przechodzi w topologię czterowymiarową i dlaczego osobliwe włókna, cykle znikające oraz monodromie nie są technicznymi ozdobnikami, lecz mechanizmami klasyfikacyjnymi. ujawni się jedna z najważniejszych idei całego artykułu: przestrzeń można rozumieć nie tylko przez to, czym jest jako całość, lecz także przez to, jak rozpada się na włókna, jak degeneruje i jakie ślady zostawia po sobie degeneracja. Powierzchnie eliptyczne i rozwłóknienia Lefschetza, czyli jak geometria uczy się czytać degenerację\npierwsza część prowadziła nas przez język podstawowy geometrii zespolonej, to teraz trzeba wejść w jej mechanikę dynamiczną. Powierzchnia zespolona nie musi być rozumiana wyłącznie jako zamknięta całość, której przypisujemy listę niezmienników. Może być również badana przez sposób, w jaki rozkłada się na rodziny krzywych. Wtedy zamiast patrzeć na przestrzeń jak na nieruchomy obiekt, zaczynamy widzieć ją jako system zależności: nad każdym punktem bazy znajduje się włókno, zwykle gładkie, czasem osobliwe, czasem degenerujące, ale zawsze niosące informację o całej strukturze. To przesunięcie perspektywy jest fundamentalne. Klasyfikacja przestaje być tylko katalogiem typów, a staje się analizą sposobów, w jakie regularność może się załamać, nie tracąc przy tym sensu.\nPowierzchnie eliptyczne zajmują w tej historii miejsce szczególne. Są jednym z najważniejszych pomostów między geometrią algebraiczną, analizą zespoloną i topologią różniczkową. W klasyfikacji Kodairy pojawiają się wtedy, gdy wymiar algebraiczny powierzchni wynosi jeden: powierzchnia dopuszcza holomorficzne rozwłóknienie nad krzywą algebraiczną, a typowym włóknem jest krzywa eliptyczna. W notatce źródłowej ujęto to zwięźle: gdy a(V)=1, powierzchnia jest powierzchnią eliptyczną, czyli dopuszcza holomorficzne rozwłóknienie z włóknem w postaci krzywej eliptycznej nad rzutową krzywą algebraiczną. To zdanie jest kluczem do całego przejścia: powierzchnia eliptyczna nie jest tylko \"powierzchnią z torusami\". Jest przestrzenią, której globalna geometria zostaje zakodowana w rodzinie krzywych eliptycznych i w sposobach ich degeneracji. Krzywa eliptyczna, choć w nazwie brzmi niepozornie, jest jednym z najbardziej pracowitych obiektów matematyki. W geometrii zespolonej można ją widzieć jako torus zespolony jednowymiarowy, czyli iloraz płaszczyzny zespolonej przez kratę. Topologicznie jest torusem, analitycznie jest zwartą krzywą zespoloną rodzaju jeden, algebraicznie może być opisana równaniem kubicznym bez osobliwości. Ma więc trzy twarze: topologiczną, analityczną i algebraiczną.",
      "char_start": 14462,
      "section_id": "sec-5",
      "hidden_question": "Jaka jest relacja między klasycznymi modelami geometrii zespolonej a strukturami nie-kählerowskimi i jak przejść od jednego do drugiego?",
      "estimated_length": 4040
    },
    {
      "h2": "Degeneracja jako moment objawienia struktury",
      "index": 5,
      "char_end": 23222,
      "position": 6,
      "full_text": "To dlatego tak dobrze nadaje się na włókno w teorii powierzchni. Jest wystarczająco regularna, aby ją kontrolować, i wystarczająco bogata, aby jej degeneracje miały treść. Degeneracja włókna jest jednym z najważniejszych pojęć tej części. W zwykłym języku degeneracja brzmi jak upadek formy, jak utrata jakości, jak przejście od elegancji do defektu. W matematyce bywa odwrotnie: degeneracja jest momentem objawienia. Gładkie włókno często mówi mało, bo zachowuje się zgodnie z oczekiwaniem. Włókno osobliwe ujawnia natomiast miejsce, w którym struktura musiała dokonać kompromisu. To trochę jak z instytucjami: dopóki wszystko działa, nikt nie widzi mechanizmu; gdy pojawia się kryzys, wychodzi na jaw rzeczywista architektura procedur. W geometrii osobliwości są takimi kryzysami formalnymi. Nie są brudem na idealnym obrazie, lecz sposobem, w jaki obraz pokazuje własną konstrukcję.\nWskazano, że typowym przykładem łączącym pseudowypukłość, przestrzenie Steina i teorię osobliwości jest włókno Milnora. Jeżeli wielomian zespolony ma izolowany punkt krytyczny, to splot tej osobliwości ze sferą daje silnie pseudowypukłą rozmaitość CR, a regularna poziomica tworzy włókno Milnora, będące przykładem gładkiej rozmaitości Steina. Już tutaj pojawia się wzór myślenia, który później powróci w rozwłóknieniach Lefschetza: osobliwość nie jest końcem analizy, ale początkiem subtelniejszej klasyfikacji. Wokół osobliwości można badać splot, monodromię, włókno, brzeg, strukturę kontaktową. Pęknięcie lokalne staje się źródłem danych globalnych.\nRozwłóknienia Lefschetza wprowadzają tę logikę w topologię czterowymiarową. określono je jako różniczkowo-topologiczny odpowiednik rozwłóknień eliptycznych znanych z geometrii zespolonej. Formalnie mamy odwzorowanie gładkie z zamkniętej, zorientowanej rozmaitości czterowymiarowej do rozmaitości dwuwymiarowej. Poza skończoną liczbą wartości krytycznych zachowuje się ono jak zwykłe rozwłóknienie. W punktach krytycznych pojawiają się osobliwości Lefschetza, lokalnie modelowane w zespolonych współrzędnych przez równanie w=z1 z2.\nTaki wzór jest krótki, ale jego konsekwencje są ogromne. Mówi on, że degeneracja ma standardowy lokalny model. Tam, gdzie moglibyśmy spodziewać się dzikiego chaosu, pojawia się kontrolowana forma singularności. Kluczowym pojęciem jest cykl znikający. To pętla w regularnym włóknie, która w miarę zbliżania się do wartości krytycznej kurczy się do punktu osobliwego. Gdyby matematyka miała własną ikonografię egzystencjalną, cykl znikający byłby jednym z jej mocniejszych symboli. Coś, co w gładkim świecie jest pętlą, nośnikiem topologicznej pamięci, w chwili degeneracji znika w punkcie. nie znika bez śladu. Jego zniknięcie koduje monodromię, czyli zachowanie włókien przy obejściu wartości krytycznej. W klasycznym rozwłóknieniu Lefschetza monodromia wokół wartości krytycznej jest prawoskrętnym obrotem Dehna. Obrót Dehna jest operacją na powierzchni: wycina się pierścieniowe otoczenie krzywej, skręca i skleja z powrotem. W teorii rozmaitości trój- i czterowymiarowych takie operacje są czymś więcej niż techniczną manipulacją. Są alfabetem zmian topologicznych.\nJeżeli cykl znikający mówi, gdzie włókno traci regularność, to obrót Dehna mówi, jak ta utrata regularności wpływa na globalne sklejenie rodziny włókien. Monodromia jest zatem pamięcią ruchu wokół osobliwości. Nie opisuje samego punktu krytycznego, lecz to, co dzieje się z przestrzenią, gdy próbujemy ten punkt ominąć. To spojrzenie pozwala zrozumieć, dlaczego rozwłóknienia Lefschetza stały się tak ważne dla klasyfikacji powierzchni eliptycznych. W notatce przywołano twierdzenie Kasa i Moishezona: każde rozwłóknienie eliptyczne bez włókien wielokrotnych można zdeformować tak, aby miało wyłącznie proste włókna osobliwe typu I1, a więc stało się rozwłóknieniem Lefschetza. W rezultacie typ dyfeomorfizmu relatywnie minimalnej powierzchni eliptycznej nad CP1 zależy wyłącznie od jej charakterystyki Eulera i jest topologicznie równoważny konstrukcji E(m). To wynik głęboko klasyfikacyjny.\nOznacza, że z pozoru skomplikowana geometria powierzchni eliptycznych może zostać sprowadzona, po odpowiedniej deformacji, do systemu prostych osobliwości i ich globalnego rachunku. Wymierna powierzchnia eliptyczna E(1) jest najprostszym przykładem takiej struktury: jest rozwłóknieniem nad S2 i ma dokładnie dwanaście włókien osobliwych typu I1\nZ niej, przez specyficzną sumę spójną na włóknach, można konstruować powierzchnie E(m), posiadające 12m włókien osobliwych. Sama liczba dwanaście ma tu charakter matematyczny, nie mistyczny, choć humanista oczywiście musi mocno trzymać się krzesła, żeby nie zacząć widzieć w niej zodiaku, apostołów i kompletu filiżanek w serwisie po babci.",
      "char_start": 18503,
      "section_id": "sec-6",
      "hidden_question": "Dlaczego w geometrii zespolonej degeneracja włókna nie jest traktowana jako błąd lub chaos, lecz jako źródło informacji o strukturze?",
      "estimated_length": 4719
    },
    {
      "h2": "Achiralność i topologiczne fundamenty struktur nie-kählerowskich",
      "index": 6,
      "char_end": 28546,
      "position": 7,
      "full_text": "Ważniejsze jest jednak to, że liczba włókien osobliwych staje się nośnikiem charakterystyki Eulera i elementem klasyfikacji topologicznej. Yukio Matsumoto rozszerzył ten obraz, pokazując, że topologia powierzchni eliptycznej bez włókien wielokrotnych zależy od dwóch parametrów: rodzaju bazy oraz charakterystyki Eulera całej przestrzeni. To kolejny przykład redukcji bogactwa geometrycznego do zestawu twardych niezmienników topologicznych. Ale, jak zwykle w dobrej matematyce, redukcja nie oznacza banalizacji. Oznacza odkrycie, które parametry naprawdę niosą informację. Nie wszystko, co wygląda skomplikowanie, jest klasyfikacyjnie istotne; nie wszystko, co technicznie obecne, decyduje o typie dyfeomorfizmu. Jeszcze ciekawszy staje się moment, w którym klasyczne rozwłóknienia Lefschetza zostają rozszerzone do rozwłóknień achiralnych. W klasycznym przypadku osobliwości odpowiadają prawoskrętnym obrotom Dehna, a lokalny model ma postać holomorficzną. Achiralne rozwłóknienia Lefschetza dopuszczają również osobliwości negatywne, modelowane przez wzór zawierający sprzężenie zespolone, odpowiadające lewoskrętnemu obrotowi Dehna. W tym miejscu geometria przechodzi przez subtelną zmianę orientacji. Pojawienie się negatywnych osobliwości znaczy, że dopuszczamy lokalne zachowania niezgodne z holomorficzną chiralią klasycznego modelu. Struktura staje się bardziej elastyczna, ale też bardziej niepokorna.\nKulminacją jest rozwłóknienie Matsumoto-Fukayi: achiralne rozwłóknienie w torusy na sferze S4, z bazą S2, zawierające jedną osobliwość pozytywną i jedną negatywną. To konstrukcja o wielkim znaczeniu dla dalszej części opowieści, ponieważ staje się szkieletem topologicznym wykorzystanym przez Kasuyę i współpracowników do budowy nie-kählerowskich struktur zespolonych na R4\nW tej jednej konstrukcji spotykają się dwa światy: sfera czterowymiarowa, topologicznie fundamentalna i pozornie prosta, oraz eliptyczne rozwłóknienie z osobliwościami o przeciwnych znakach. To jak minimalistyczna maszyna, która po uruchomieniu produkuje konsekwencje niewspółmierne do swojej zwartej definicji. Warto zatrzymać się nad tym dłużej, ponieważ tu zaczyna się intelektualna prowokacja całej książki.\nKlasyczna geometria zespolona przyzwyczaja nas do myśli, że struktury zespolone najpiękniej rozwijają się tam, gdzie są kompatybilne z metryką Kählera, gdzie istnieje bogactwo funkcji meromorficznych, gdzie przestrzeń można kontrolować algebraicznie lub przez funkcje ściśle plurisubharmoniczne. Rozwłóknienia achiralne, a zwłaszcza konstrukcja Matsumoto-Fukayi, sugerują coś innego: topologia czterowymiarowa dysponuje własną zdolnością generowania struktur, których nie wolno oceniać wyłącznie przez miarę klasycznej algebraicznej elegancji. To nie jest bunt przeciw regularności. To jest pytanie, czy regularność nie była dotąd zbyt wąsko definiowana.\nKiedy Kasuya łączy tę topologiczną maszynę z geometrią nie-kählerowską, otrzymujemy jeden z najważniejszych wątków całego materiału: możliwość budowania struktur zespolonych tam, gdzie intuicja euklidesowa spodziewałaby się trywialności. Przestrzeń R4 wydaje się przecież, z punktu widzenia topologii elementarnej, przestrzenią prostą. Jest kontraktowalna, bez dziur, bez oczywistej globalnej komplikacji.\nA jednak w geometrii zespolonej wymiaru dwa pojawia się pytanie, czy można nadać jej nie-kählerowską strukturę zespoloną. źródło stawia to pytanie wprost: czy istnieją nie-kählerowskie struktury zespolone na standardowej przestrzeni euklidesowej R2n? Dla n=1, czyli dla krzywych zespolonych, odpowiedź jest negatywna. Dla n≥2 sytuacja zmienia się zasadniczo. W wymiarach wyższych, n≥3, można sięgnąć po konstrukcję Calabiego-Eckmanna z 1953 roku. Calabi i Eckmann zbudowali struktury zespolone na iloczynach nieparzystowymiarowych sfer S2p+1×S2q+1, będących holomorficznymi rozwłóknieniami w krzywe eliptyczne. Ponieważ takie rozmaitości mają trywialną drugą grupę kohomologii de Rhama, są nie-kählerowskie. Po wycięciu otwartej komórki najwyższego wymiaru uzyskuje się przestrzeń dyfeomorficzną z R2(p+q+1), wyposażoną w nie-kählerowską strukturę zespoloną. Konstrukcja Calabiego-Eckmanna pokazuje, że nie-kählerowskość może pojawić się nawet na przestrzeni topologicznie euklidesowej, jeśli tylko wymiar jest dostatecznie wysoki. Ale właśnie w przypadku R4, czyli wymiaru zespolonego dwa, metoda ta zawodzi. Wycięta otwarta komórka prowadziłaby do podzbioru C2, który ma trywialną strukturę Kählera. Wymiar cztery po raz kolejny okazuje się granicą osobliwości. Nie jest ani tak prosty jak wymiar dwa rzeczywisty, ani tak swobodny jak wyższe wymiary. To wymiar, w którym topologia lubi płatać figle nawet profesjonalistom; amatorom zaś od razu wywraca stolik, żeby nie tracili czasu na złudzenia.\nRozwiązanie Di Scali, Kasuyi i Zuddasa wykorzystuje właśnie szkielet rozwłóknienia Matsumoto-Fukayi.\nKonstrukcja łączy kanoniczny model otoczenia osobliwego włókna eliptycznego typu I1 z iloczynem holomorficznego pierścienia i dysku, a następnie skleja te fragmenty analitycznie, tworząc otwartą powierzchnię zespoloną oznaczaną jako E(ρ1,ρ2), dyfeomorficzną z R4\nNie jest to proste \"nałożenie\" struktury zespolonej na gotową przestrzeń. To raczej operacja chirurgiczno-analityczna, w której topologiczny szkielet zostaje wykorzystany do zbudowania nowej geometrii.",
      "char_start": 23223,
      "section_id": "sec-7",
      "hidden_question": "W jaki sposób topologiczne konstrukcje achiralne pozwalają na budowę struktur nie-kählerowskich na przestrzeni $\\mathbb{R}^4$?",
      "estimated_length": 5323
    },
    {
      "h2": "Nieprzeliczalna różnorodność nie-kählerowskich struktur na rozmaitościach czterowymiarowych",
      "index": 7,
      "char_end": 30364,
      "position": 8,
      "full_text": "Własności E(ρ1,ρ2) są niezwykle znaczące. Powierzchnia ma suriektywne holomorficzne rozwłóknienie nad sferą Riemanna CP1\nJej włókna przyjmują trzy postacie: gładkich krzywych eliptycznych, osobliwego włókna typu I1 oraz holomorficznych pierścieni. Otrzymujemy więc strukturę, która topologicznie jest R4, lecz analitycznie niesie bogate rozwłóknienie, krzywe eliptyczne i osobliwość. To znakomity przykład matematycznej lekcji przeciwko powierzchownemu realizmowi. Nie wystarczy wiedzieć, \"jaka to przestrzeń\" topologicznie. Trzeba jeszcze zapytać, jaką strukturę zespoloną na niej umieszczono. Najmocniejszy wniosek jest jeszcze bardziej radykalny: na R4 istnieje nieprzeliczalnie wiele parami nie-biholomorficznych nie-kählerowskich struktur zespolonych. Ich odmienność zależy od rzeczywistych parametrów ρ1,ρ2, które prowadzą do geometrycznie różnych przestrzeni. To zdanie powinno działać jak zimny prysznic na każdego, kto utożsamia prostotę przestrzeni euklidesowej z jednoznacznością jej możliwych struktur.\nR4 nie jest tu nudną sceną, na której można odegrać tylko jedną sztukę. Jest raczej pustą sceną teatralną, na której reżyseria zespolona potrafi wystawić nieprzeliczalnie wiele spektakli, a każdy ma inną logikę analityczną. Co więcej, przy pomocy twierdzenia Phillipsa o submersjach wynik ten rozszerzono do znacznie szerszego twierdzenia: każda spójna, otwarta i orientowalna czterowymiarowa rozmaitość gładka dopuszcza nieprzeliczalnie wiele nie-kählerowskich struktur zespolonych. Wystarczy zanurzyć w niej modelowe R4 z odpowiednią strukturą E(ρ1,ρ2) i przeciągnąć tę strukturę na całą rozmaitość. To rezultat o dużej sile konceptualnej: nie-kählerowskość przestaje być wyjątkiem przywiązanym do egzotycznych, zwartych obiektów. Staje się powszechną możliwością otwartych czterowymiarowych światów.",
      "char_start": 28547,
      "section_id": "sec-8",
      "hidden_question": "Czy na przestrzeni R4 i innych rozmaitościach czterowymiarowych mogą istnieć różne, nie-kählerowskie struktury zespolone?",
      "estimated_length": 1817
    },
    {
      "h2": "Nie-kählerowskość jako laboratorium elastyczności strukturalnej",
      "index": 8,
      "char_end": 34242,
      "position": 9,
      "full_text": "Jak to interpretować w szerszym porządku artykułu? Przede wszystkim nie należy popełniać błędu naiwnego antykählerowskiego triumfalizmu. Nie chodzi o to, że struktury Kählera są przereklamowane, a nie-kählerowskie są \"bardziej prawdziwe\", bo trudniejsze. Takie myślenie byłoby tylko akademicką wersją snobizmu na brzydkie buty.\nRozmaitości Kählera pozostają centralne, potężne i głęboko uzasadnione. Chodzi raczej o to, że geometria zespolona nie kończy się na nich. W obszarach otwartych, w wymiarze cztery, w obecności rozwłóknień achiralnych, w konstrukcjach opartych na osobliwych włóknach i pierścieniach holomorficznych pojawia się inny paradygmat: paradygmat elastyczności strukturalnej.\nparadygmat będzie jeszcze wyraźniejszy w drugiej połowie książki Kasuyi, poświęconej silnej pseudowypukłości, pseudowklęsłości i geometrii kontaktowej. widać zapowiedź najważniejszego przesunięcia. W świecie pseudowypukłym i Steinowskim mamy rygor: funkcje wyczerpujące, holomorficzną wypukłość, zanurzenia, silne ograniczenia brzegów. W świecie pseudowklęsłym pojawi się zaskakująca elastyczność: każda dodatnia, zamknięta trójwymiarowa rozmaitość kontaktowa dopuści nieskończenie wiele wklęsłych wypełnień holomorficznych. To nie jest przypadkowa analogia. Część pierwsza książki przygotowuje nas do zrozumienia, że to, co nie-kählerowskie i nieklasycznie regularne, nie jest odpadem teorii. Jest jej laboratorium.\nPowierzchnie eliptyczne i rozwłóknienia Lefschetza uczą więc trzech rzeczy. Po pierwsze, globalna powierzchnia może być rozumiana przez rodzinę włókien, a jej osobliwości są nośnikami informacji, nie tylko miejscami awarii. Po drugie, topologia czterowymiarowa potrafi przechowywać subtelne dane geometryczne, szczególnie przez monodromię, cykle znikające i operacje Dehna. Po trzecie, nie-kählerowskie struktury zespolone nie są marginalnym dodatkiem do klasyfikacji, lecz pełnoprawnym sposobem organizacji przestrzeni, szczególnie wtedy, gdy zwartość przestaje narzucać klasyczne ograniczenia. Pseudowypukłość, przestrzenie Steina i dyscyplina funkcji holomorficznych. Po przejściu przez powierzchnie eliptyczne i rozwłóknienia Lefschetza trzeba wrócić do pytania bardziej podstawowego, ale wcale nie prostszego: kiedy przestrzeń zespolona jest dostatecznie bogata w funkcje holomorficzne, aby można było uznać ją za analitycznie dobrze uformowaną? W klasycznej geometrii zespolonej odpowiedź na to pytanie prowadzi do pojęcia pseudowypukłości i przestrzeni Steina. Są to pojęcia, które na pierwszy rzut oka brzmią technicznie, ale w istocie wyznaczają jedną z najważniejszych granic nowoczesnej analizy zespolonej: granicę między obszarem, w którym funkcje holomorficzne mają pełną siłę organizującą, a obszarem, gdzie struktura zespolona istnieje, lecz nie poddaje się takiemu rygorowi.\nPseudowypukłość wyrasta z klasycznego problemu Leviego. Problem ten pytał, czy każda domena pseudowypukła jest domeną holomorficzności, czyli czy warunek geometryczno-analityczny na brzegu domeny rzeczywiście gwarantuje, że istnieją funkcje holomorficzne, których nie da się przedłużyć poza ten brzeg. W materiale źródłowym zapisano tę intuicję wprost: domena holomorficzności to obszar w Cn, dla którego istnieje funkcja holomorficzna niemogąca zostać analitycznie przedłużona poza jego brzeg, a klasyczny problem Leviego pytał o równoważność pseudowypukłości i bycia domeną holomorficzności. W literaturze problem Leviego bywa ujmowany właśnie jako pytanie o odwrotność: czy domena o pseudowypukłym brzegu musi być domeną holomorficzności; klasyczne omówienie Yum-Tong Siu podkreśla, że to \"odwrotne\" twierdzenie było właściwą trudnością problemu. Warto zrozumieć, dlaczego ta sprawa nie jest jedynie subtelnością techniczną. W jednej zmiennej zespolonej granice domen zachowują się stosunkowo przejrzyście. W wielu zmiennych zespolonych sytuacja zmienia się dramatycznie.",
      "char_start": 30365,
      "section_id": "sec-9",
      "hidden_question": "Jaka jest rola struktur nie-kählerowskich w geometrii zespolonej i jak łączą się one z pojęciem pseudowypukłości?",
      "estimated_length": 3877
    },
    {
      "h2": "Pseudowypukłość i rygor przestrzeni Steina",
      "index": 9,
      "char_end": 38388,
      "position": 10,
      "full_text": "Funkcje holomorficzne stają się sztywniejsze, zjawiska przedłużania analitycznego bardziej nieintuicyjne, a geometria brzegu zaczyna odgrywać rolę decydującą. To tutaj pojawia się pseudowypukłość jako właściwy odpowiednik wypukłości dla analizy zespolonej wielu zmiennych. Zwykła wypukłość geometryczna jest zbyt prosta, zbyt realna, zbyt przywiązana do linii prostych. Pseudowypukłość pyta nie o odcinki, lecz o zachowanie funkcji plurisubharmonicznych i formy Leviego. To wypukłość widziana nie oczami geometrii euklidesowej, lecz oczami funkcji holomorficznych. Podstawowym narzędziem są funkcje plurisubharmoniczne. W notatce źródłowej wskazano, że funkcja półciągła z góry na rozmaitości zespolonej jest plurisubharmoniczna, jeżeli po obcięciu do każdej krzywej holomorficznej staje się funkcją subharmoniczną. W przypadku funkcji gładkich klasy C2 warunek ten jest równoważny nieujemności zespolonego hesjanu; gdy wartości własne tego hesjanu są ściśle dodatnie, funkcję nazywamy ściśle plurisubharmoniczną, co odpowiada dodatniej określoności formy Leviego i∂ˉφ. To zdanie jest techniczne, ale jego sens można ująć prościej: funkcja plurisubharmoniczna jest takim potencjałem, który zachowuje się wypukło w każdym zespolonym kierunku. Nie bada więc jedynie realnej geometrii przestrzeni, lecz jej zespolone przekroje.\nŚciśle plurisubharmoniczna funkcja definiująca pozwala opisać rozmaitość silnie pseudowypukłą. Materiał źródłowy definiuje ją jako zwartą rozmaitość zespoloną z gładkim brzegiem, dla której istnieje kołnierzowe otoczenie brzegu i ściśle plurisubharmoniczna funkcja bez punktów krytycznych, przyjmująca wartość zero na brzegu i wartości ujemne we wnętrzu. Ten opis ma bardzo konkretną geometrię. Brzeg nie jest tu przypadkową granicą topologiczną. Jest poziomicą funkcji, która w zespolonych kierunkach zachowuje się jak wypukły potencjał. Wypukłość zostaje więc zapisana w analizie, a analiza zaczyna determinować geometrię.\npojawiają się przestrzenie Steina, jedne z najważniejszych obiektów analizy zespolonej. W materiale źródłowym ich definicję poprzedza pojęcie holomorficznej wypukłości. Rozmaitość jest holomorficznie wypukła, jeżeli dla każdego zwartego podzbioru jego holomorficznie wypukła powłoka również pozostaje zwarta. Następnie rozmaitość Steina jest opisana jako holomorficznie wypukła rozmaitość zespolona, na której funkcje holomorficzne rozdzielają punkty i dostarczają lokalnych układów współrzędnych. Mówiąc bardziej obrazowo: przestrzeń Steina jest taka, że globalne funkcje holomorficzne nie są w niej rzadkim luksusem. Są administracją centralną geometrii. Rozpoznają punkty, tworzą współrzędne, kontrolują zwartość, umożliwiają zanurzenia.\nW klasycznej teorii niezwykle ważne są dwa twierdzenia przywołane: twierdzenie Remmerta-Bishopa-Narasimhana oraz twierdzenie Grauerta. Pierwsze mówi, że każdą rozmaitość Steina wymiaru zespolonego n można zanurzyć jako domkniętą podrozmaitość zespoloną w pewnej przestrzeni euklidesowej zespolonej, klasycznie w C\n2n+1\nWspółczesne omówienia teorii zanurzeń Steina powtarzają tę zasadę w formie: rozmaitości Steina są dokładnie domkniętymi podrozmaitościami zespolonymi przestrzeni euklidesowych CN, z odwołaniem do klasycznych wyników Remmerta, Bishopa i Narasimhana. Drugie twierdzenie, twierdzenie Grauerta, ujmuje rozmaitości Steina przez istnienie wyczerpującej ściśle plurisubharmonicznej funkcji. Materiał źródłowy streszcza je następująco: rozmaitość zespolona jest rozmaitością Steina wtedy i tylko wtedy, gdy dopuszcza wyczerpującą, ściśle plurisubharmoniczną funkcję. W literaturze współczesnej ten wynik bywa przedstawiany jako jeden z przełomowych momentów teorii: kompleksowa rozmaitość jest Steina dokładnie wtedy, gdy posiada funkcję wyczerpującą klasy C2, ściśle plurisubharmoniczną; później Narasimhan osłabił regularność potrzebną w tym kryterium. Znaczenie twierdzenia jest ogromne, bo łączy trzy porządki: globalną teorię funkcji holomorficznych, geometrię potencjału i topologię wyczerpywania. Funkcja wyczerpująca to taka, której podpoziomice są zwarte i która \"idzie do nieskończoności\" przy uciekaniu w nieskończoność rozmaitości.",
      "char_start": 34243,
      "section_id": "sec-10",
      "hidden_question": "Czym jest pseudowypukłość w analizie zespolonej i jakie są cechy charakterystyczne rozmaitości Steina?",
      "estimated_length": 4145
    },
    {
      "h2": "Dyscyplina Steina i brzegowa natura pseudowypukłości",
      "index": 10,
      "char_end": 41650,
      "position": 11,
      "full_text": "Jeżeli dodatkowo jest ściśle plurisubharmoniczna, przestrzeń ma globalny potencjał wypukłości w sensie zespolonym. Wtedy rozmaitość nie tylko lokalnie wygląda jak obiekt zespolony. Ona globalnie pozwala się porządkować przez funkcję. To jest właśnie dyscyplina Steina: nie wystarczy mieć lokalną analityczność; trzeba mieć globalną kontrolę. Ta kontrola wyjaśnia, dlaczego rozmaitości Steina są najważniejszymi przykładami rozmaitości silnie pseudowypukłych. Silna pseudowypukłość brzegu jest lokalnym i brzegowym odpowiednikiem globalnej filozofii Steina: funkcja plurisubharmoniczna narzuca przestrzeni strukturę, która jest zgodna z logiką funkcji holomorficznych. Jeżeli rozmaitość Steina jest państwem prawa funkcji holomorficznych, to silnie pseudowypukły brzeg jest jego konstytucyjną granicą. Nie każda granica jest granicą państwa prawa; nie każdy brzeg jest brzegiem pseudowypukłym. Tu forma granicy ma konsekwencje analityczne.\nWarto w tym miejscu odnotować ważną różnicę między holomorficzną wypukłością a zwykłą wypukłością. Zwykła wypukłość mówi: jeżeli dwa punkty leżą w zbiorze, to odcinek między nimi też leży w zbiorze. Holomorficzna wypukłość mówi coś bardziej subtelnego: zwarte zbiory nie powinny mieć holomorficznych \"cieni\", które uciekają w nieskończoność. Powłoka holomorficznie wypukła zbioru K jest zbiorem punktów, których nie da się oddzielić od K wartościami funkcji holomorficznych. Jeżeli ta powłoka pozostaje zwarta, funkcje holomorficzne mają wystarczającą siłę separacyjną. To jest wypukłość nie względem linii, lecz względem testów holomorficznych. W matematyce dobre testy są ważniejsze niż dobre deklaracje; zresztą poza matematyką też, choć tam rzadziej się do tego przyznajemy.\nPojęcie przestrzeni Steina trzeba następnie rozszerzyć na przestrzenie z osobliwościami. Materiał źródłowy wyraźnie wskazuje, że o ile rozmaitości Steina są gładkie, o tyle w geometrii analitycznej potrzebne są również przestrzenie Steina jako uogólnienie na przestrzenie zespolone sklejane z podrozmaitości analitycznych, na przykład zbiorów zer wielomianów. One także muszą być holomorficznie wypukłe, a funkcje holomorficzne muszą rozdzielać punkty. To przejście jest niezbędne, bo osobliwości nie są incydentem na marginesie. Są naturalnym składnikiem geometrii zespolonej. Jeśli teoria chce być poważna, musi umieć mówić także o przestrzeniach, które nie są gładkimi salonami. Właśnie tu pojawia się redukcja Remmerta.\nWedług notatki każdą rozmaitość silnie pseudowypukłą można odwzorować holomorficznie na pewną przestrzeń Steina z co najwyżej skończoną liczbą normalnych osobliwości, przy czym odwzorowanie jest biholomorfizmem poza punktami osobliwymi. Działa także kierunek odwrotny: rozmaitość uzyskana przez rezolucję osobliwości przestrzeni Steina staje się rozmaitością silnie pseudowypukłą. Ten wynik jest konceptualnie piękny, bo mówi, że silnie pseudowypukłe rozmaitości można rozumieć jako gładkie modele przestrzeni Steina z osobliwościami. Pseudowypukłość nie jest więc dodatkiem do teorii Steina, lecz jej brzegową i rozdzielczą wersją. Redukcja Remmerta działa jak procedura instytucjonalnej konsolidacji: pewne zwarte krzywe, które stanowią przeszkodę dla pełnej Steinowskiej separacji, zostają ściągnięte do osobliwości.",
      "char_start": 38389,
      "section_id": "sec-11",
      "hidden_question": "Czym jest rygor przestrzeni Steina i jak silna pseudowypukłość brzegu wiąże się z globalną strukturą rozmaitości zespolonej?",
      "estimated_length": 3261
    },
    {
      "h2": "Rygor wypełnialności kontra elastyczność pseudowklęsłości",
      "index": 11,
      "char_end": 44992,
      "position": 12,
      "full_text": "Poza tym miejscem przestrzeń pozostaje taka sama w sensie biholomorficznym. W ten sposób geometria mówi: problem nie znika, ale zostaje skondensowany do punktu, w którym można go nazwać osobliwością i poddać osobnej analizie. To bardzo dojrzały sposób myślenia. Nie zamiata się komplikacji pod dywan. Zamienia się ją w obiekt.\nPrzykład włókna Milnora świetnie pokazuje, jak teoria osobliwości, pseudowypukłość i przestrzenie Steina splatają się ze sobą. Jeżeli mamy wielomian zespolony z izolowaną osobliwością, możemy badać jego regularne poziomice blisko tej osobliwości. Powstaje włókno Milnora, które w notatce opisano jako rygorystyczny przykład gładkiej rozmaitości Steina. Brzeg takiego włókna, czyli splot osobliwości, ma naturalną strukturę CR i kontaktową. To zapowiada przejście do geometrii kontaktowej w wymiarze trzy: brzeg obiektu zespolonego nie jest martwą powierzchnią graniczną, lecz nosi dziedziczoną strukturę geometryczną.\nzaczyna się wielki kontrast, który będzie prowadził dalszą część artykułu. Silnie pseudowypukłe rozmaitości i przestrzenie Steina są restrykcyjne. Ich brzegi nie mogą być dowolne.\nWypełnialność holomorficzna czy Steinowska narzuca ograniczenia topologiczne i kontaktowe. W notatce źródłowej podkreślono to wyraźnie: z wcześniejszych prac, między innymi Bogomolova i de Oliveiry, wiadomo, że rozmaitości dopuszczające zwykłe, wypukłe wypełnienia holomorficzne są niezwykle rygorystyczne, a wypełnialność holomorficzna w wymiarze trzecim jest de facto równoważna byciu brzegiem rozmaitości Steina. To nie jest drobna techniczna uwaga. To centralny punkt dramaturgii książki Kasuyi.\nPseudowypukłość i Steinowskość oznaczają bowiem, że brzeg znajduje się po stronie porządku. Można go widzieć jako kontaktową granicę przestrzeni, którą funkcje holomorficzne kontrolują od środka. Taki brzeg nie jest dowolną trójwymiarową rozmaitością kontaktową. Musi spełniać warunki wynikające z istnienia wypełnienia. W geometrii kontaktowej mówi się o wypełnialności symplektycznej, Steinowskiej, holomorficznej. Każda z tych własności jest rodzajem certyfikatu: dana struktura kontaktowa może być brzegiem świata o określonej regularności. Certyfikaty zaś mają to do siebie, że jednych dopuszczają, a innych odrzucają. Matematyka też zna kontrolę jakości, tylko nie musi przy tym drukować formularzy w trzech egzemplarzach.\nNa tle tej restrykcyjności zaskakująca okaże się silna pseudowklęsłość. Ale żeby ją zrozumieć, najpierw trzeba dobrze zobaczyć, czym jest odwrócenie znaku. W przypadku silnej pseudowypukłości rozmaitość leży po stronie, gdzie funkcja definiująca jest ujemna, a brzeg jest poziomicą z dodatnią formą Leviego w odpowiednim sensie. W przypadku pseudowklęsłości sytuacja zostaje odwrócona: rozmaitość leży \"powyżej\" poziomu zerowego, a brzeg indukuje ujemną strukturę kontaktową. Materiał źródłowy rozpoczyna się właśnie od tej definicji: rozmaitości silnie pseudowklęsłe to zwarte powierzchnie zespolone z gładkim brzegiem, dla których istnieje otoczenie kołnierzowe brzegu i ściśle plurisubharmoniczna funkcja definiująca, względem której rozmaitość leży powyżej poziomu zerowego wyznaczającego brzeg; zespolona styczność takiego brzegu indukuje ujemną strukturę kontaktową na odpowiadającej mu trójwymiarowej rozmaitości. To odwrócenie jest subtelne, ale jego konsekwencje są dramatyczne.",
      "char_start": 41651,
      "section_id": "sec-12",
      "hidden_question": "Czym różni się rygor struktur Steinowskich od właściwości rozmaitości silnie pseudowklęsłych?",
      "estimated_length": 3341
    },
    {
      "h2": "Elastyczność wypełnień wklęsłych i brzeg jako interfejs",
      "index": 12,
      "char_end": 48284,
      "position": 13,
      "full_text": "Po stronie pseudowypukłej mamy rygor Steina. Po stronie pseudowklęsłej pojawia się elastyczność. Kasuya i Zuddas pytają: jakie rozmaitości kontaktowe mogą być brzegami rozmaitości wklęsłych? Odpowiedź, według notatki, jest zaskakująco mocna: każda dodatnia, zamknięta trójwymiarowa rozmaitość kontaktowa dopuszcza nieskończenie wiele wklęsłych wypełnień holomorficznych. Ale pełne znaczenie tego twierdzenia stanie się jasne dopiero po wejściu w geometrię kontaktową.\nmożna już uchwycić wielką linię argumentu. Pseudowypukłość i przestrzenie Steina pokazują, jak funkcje holomorficzne budują porządek. Pseudowklęsłość pokaże, jak odwrócenie brzegowej orientacji otwiera niespodziewaną przestrzeń swobody. Nie chodzi o prostą symetrię. Świat wypukły i świat wklęsły nie są lustrzanymi bliźniętami. Są raczej dwoma ustrojami geometrii. Jeden mówi: żeby być brzegiem, musisz spełnić wysokie wymagania regularności.\nDrugi odpowiada: każdy dodatni kontaktowy trójwymiarowy świat może zostać zrealizowany jako brzeg wklęsłego wypełnienia holomorficznego - i to na nieskończenie wiele sposobów. Ta różnica ma sens głębszy niż techniczny. W geometrii zespolonej brzeg nie jest końcem przestrzeni. Jest miejscem transmisji struktury. Z wnętrza na brzeg przechodzi dystrybucja kontaktowa, orientacja, dodatniość lub ujemność, pamięć funkcji definiującej. Brzeg jest więc interfejsem między analizą zespoloną a topologią trójwymiarową. Właśnie dlatego geometria kontaktowa nie jest dodatkiem do teorii pseudowypukłości i pseudowklęsłości. Jest jej naturalnym językiem granicznym.\nTam, gdzie rozmaitość zespolona się kończy, zaczyna się kontaktowa opowieść brzegu.\ntrzeba zatem wejść w geometrię kontaktową wymiaru trzeciego: formy kontaktowe, pole Reeba, twierdzenie Darboux, stabilność Graya, węzły Legendre'a i transwersalne, rozkłady na otwarte księgi, struktury napięte i przekręcone oraz teorię powierzchni wypukłych. Dopiero ten aparat pozwoli zrozumieć, dlaczego chirurgia kontaktowa Dehna i holomorficzne doklejanie rączki w konstrukcji Kasuyi i Zuddasa są tak potężne. Bo cała magia, jeśli wolno tak powiedzieć w matematyce bez ryzyka konfiskaty kredy, polega na tym, że manipulując brzegiem kontaktowym, można budować wnętrza holomorficzne. Geometria kontaktowa w wymiarze trzecim, czyli brzeg jako miejsce, gdzie analiza zespolona spotyka topologię\nPo stronie przestrzeni Steina i silnej pseudowypukłości widzieliśmy dyscyplinę funkcji holomorficznych. Funkcja plurisubharmoniczna porządkowała wnętrze, brzeg stawał się poziomicą, a geometria zespolona przechodziła w strukturę kontaktową. Teraz trzeba zatrzymać się właśnie na tym brzegu. Nie jest on bierną skórą rozmaitości, nie jest opakowaniem po geometrii, które można wyrzucić po otwarciu pudełka. Brzeg jest miejscem transmisji.\nTo tutaj analiza wielu zmiennych zespolonych zamienia się w trójwymiarową geometrię kontaktową, a pytanie o wnętrze holomorficzne przechodzi w pytanie o to, jakie pole płaszczyzn można zrealizować na trójwymiarowej rozmaitości. Geometria kontaktowa w wymiarze trzecim bada maksymalnie niecałkowalne pola płaszczyzn. Formalnie struktura kontaktowa na trójwymiarowej rozmaitości jest polem dwuwymiarowych płaszczyzn, które lokalnie można zapisać jako jądro jedynkowej formy α, spełniającej warunek α∧dα=0.",
      "char_start": 44993,
      "section_id": "sec-13",
      "hidden_question": "Czym różni się rola brzegu w przypadku rozmaitości pseudowypukłych od rozmaitości pseudowklęsłych i jakie narzędzia pozwalają to badać?",
      "estimated_length": 3291
    },
    {
      "h2": "Geometria kontaktowa jako dynamika permanentnego skręcenia",
      "index": 13,
      "char_end": 51171,
      "position": 14,
      "full_text": "Ten warunek wygląda niewinnie, ale jego znaczenie jest zasadnicze. Mówi, że pole płaszczyzn nie skleja się w rodzinę powierzchni. Nie jest całkowalne. Nie można rozumieć go jako rozkładu stycznego do jakiegoś gładkiego układu warstw. Struktura kontaktowa jest więc geometrią permanentnego skręcenia. Nie tyle zakazuje ruchu, ile uniemożliwia spokojne położenie się przestrzeni w płaskich kartkach. To odróżnia ją od geometrii symplektycznej, z którą jest blisko spokrewniona. Forma symplektyczna żyje w wymiarach parzystych i jest zamkniętą, niezdegenerowaną dwuformą. Struktura kontaktowa żyje w wymiarach nieparzystych i często pojawia się jako naturalna struktura na hiperpowierzchni typu poziomicy w rozmaitości symplektycznej lub zespolonej. Można powiedzieć, że geometria kontaktowa jest geometrią granicy świata symplektycznego. Tam, gdzie przestrzeń parzystowymiarowa kończy się brzegiem, zostawia po sobie nieparzystowymiarowy ślad kontaktowy. Brzeg nie jest więc końcem zdania. Jest przejściem do innej gramatyki.\nZ formą kontaktową związane jest pole wektorowe Reeba. W notatce źródłowej wskazano je jako jednoznacznie wyznaczone pole powiązane z formą kontaktową. Pole Reeba jest kierunkiem szczególnym: uzupełnia płaszczyzny kontaktowe, wyznacza dynamikę przepływu i staje się podstawowym aktorem w badaniach orbit okresowych, dynamiki Hamiltonowskiej i wypełnialności. Jeśli płaszczyzny kontaktowe tworzą skręcone pole ograniczeń, to pole Reeba jest ruchem, który przez te ograniczenia przechodzi bokiem. Geometria kontaktowa nie jest więc statycznym układem płaszczyzn. Jest układem płaszczyzn i dynamiki. Jednym z pierwszych fundamentalnych faktów tej teorii jest twierdzenie Darboux. Mówi ono, że w geometrii kontaktowej nie ma lokalnych niezmienników: każda trójwymiarowa struktura kontaktowa lokalnie wygląda tak samo, jest kontaktomorficzna ze standardową strukturą kontaktową na R3\nTo twierdzenie jest jednocześnie uspokajające i przewrotne. Uspokaja, bo lokalnie wszystko jest standardowe. Przewrotne, bo przenosi całą powagę teorii na poziom globalny. Jeżeli lokalnie nie ma różnic, to różnice muszą ukrywać się w sposobie globalnego sklejenia, w topologii, w węzłach, w chirurgiach, w otwartych księgach, w napiętości i przekręceniu. Lokalność, zwykle tak ważna w analizie, tutaj okazuje się zbyt uboga, aby odróżniać światy. Drugim podstawowym wynikiem jest twierdzenie Graya o stabilności.\nZgodnie z nim gładka deformacja struktur kontaktowych na zwartej rozmaitości może zostać zrealizowana przez dyfeomorfizmy otaczającej przestrzeni. Oznacza to, że kontaktowa geometria zwarta jest stabilna wobec homotopii w silnym sensie: jeżeli struktury zmieniają się gładko, to nie powstaje zasadniczo nowy typ kontaktowy, lecz zmiana może zostać \"wchłonięta\" przez przekształcenie rozmaitości. W ten sposób teoria kontaktowa raz jeszcze pokazuje swoją globalną naturę.",
      "char_start": 48285,
      "section_id": "sec-14",
      "hidden_question": "Czym charakteryzuje się struktura kontaktowa i jakie są jej fundamentalne właściwości lokalne oraz globalne?",
      "estimated_length": 2886
    },
    {
      "h2": "Dychotomia napiętości i przekręcenia w strukturach kontaktowych",
      "index": 14,
      "char_end": 54567,
      "position": 15,
      "full_text": "Nie każda deformacja jest wydarzeniem. Nie każda zmiana formy jest zmianą typu. Czasem matematyka mówi coś, co warto byłoby powiesić w urzędach i redakcjach: ruch nie zawsze oznacza postęp. Najważniejsze napięcie w trójwymiarowej geometrii kontaktowej rozgrywa się między strukturami napiętymi i przekręconymi. W notatce źródłowej punktem wyjścia jest definicja dysku przekręconego: jest to dysk ograniczony węzłem Legendre'a o liczbie Thurstona-Bennequina równej zero, z charakterystycznym zachowaniem płaszczyzn kontaktowych w jego wnętrzu. Struktura kontaktowa jest napięta, jeśli nie zawiera żadnego takiego dysku; jest przekręcona, jeśli zawiera przynajmniej jeden.\nTen podział jest jednym z najbardziej dramatycznych w całej teorii. Napiętość oznacza pewnego rodzaju globalną dyscyplinę. Przekręcenie oznacza elastyczność tak dużą, że klasyfikacja staje się zasadniczo topologiczna. Eliashberg całkowicie sklasyfikował struktury przekręcone, pokazując, że problem sprowadza się do topologicznej homotopii pól płaszczyzn. To znaczy, że po stronie przekręconej geometria traci część swojej sztywności. Struktury przekręcone są w pewnym sensie elastyczne: ich klasyfikacja jest kontrolowana przez dane topologiczne, a nie przez subtelniejsze ograniczenia analityczne. Można je wytwarzać między innymi przez skręcenie Lutza wzdłuż węzła transwersalnego, które modyfikuje strukturę kontaktową tak, aby stała się przekręcona. Struktury napięte są inne. Nie dają się tak łatwo sklasyfikować. Mają więcej sztywności, więcej ograniczeń, więcej związku z wypełnialnością Steinowską i symplektyczną. Standardowa struktura kontaktowa na sferze S3 jest ważnym przykładem struktury napiętej. Można więc powiedzieć, że w geometrii kontaktowej, podobnie jak w geometrii zespolonej, istnieją dwa porządki: porządek rygoru i porządek elastyczności. nie pokrywają się one naiwnie z podziałem na \"dobre\" i \"złe\". Struktury przekręcone nie są błędem. Są obszarem, w którym teoria ujawnia h-principle, elastyczność i topologiczną naturę kontaktowości. Struktury napięte nie są po prostu lepsze. Są trudniejsze, bardziej restrykcyjne i często bliższe światu wypełnień.\nAby badać te struktury, geometria kontaktowa korzysta z teorii węzłów. Materiał źródłowy wyróżnia dwa typy węzłów: węzły Legendre'a i węzły transwersalne. Węzeł Legendre'a jest krzywą zamkniętą, która w każdym punkcie jest styczna do płaszczyzny kontaktowej. To obiekt całkowicie zanurzony w dystrybucji kontaktowej, idący zgodnie z jej płaszczyznami, jak gdyby próbował poruszać się wewnątrz samego systemu ograniczeń. Jego podstawowym niezmiennikiem jest liczba Thurstona-Bennequina, określająca splecenie węzła z jego przesunięciem w kierunku normalnym do płaszczyzny kontaktowej. Węzeł transwersalny jest przeciwnym typem zachowania: w każdym punkcie przecina lokalną płaszczyznę kontaktową transwersalnie. Nie idzie wewnątrz ograniczenia, lecz przez nie przechodzi. Ten kontrast stanie się kluczowy w konstrukcji Kasuyi i Zuddasa.\nU Eliashberga, w klasycznej konstrukcji rozmaitości Steina przez doklejanie rączek, wypukłą rączkę dokleja się wzdłuż węzła Legendre'a, a rdzeń rączki jest całkowicie rzeczywistym dyskiem. U Kasuyi i Zuddasa, w przypadku wklęsłej rączki holomorficznej, doklejanie następuje wzdłuż węzła transwersalnego, a rdzeniem jest dysk holomorficzny. Ta różnica nie jest kosmetyczna. Jest zmianą filozofii konstrukcji.",
      "char_start": 51172,
      "section_id": "sec-15",
      "hidden_question": "Czym różnią się struktury kontaktowe napięte od przekręconych i jakie ma to znaczenie dla geometrii?",
      "estimated_length": 3395
    },
    {
      "h2": "Elastyczność struktur kontaktowych i uniwersalność wypełnień wklęsłych",
      "index": 15,
      "char_end": 59344,
      "position": 16,
      "full_text": "Węzły kontaktowe pozwalają wykonywać chirurgie, czyli operacje wycinania i wklejania zmieniające topologię rozmaitości oraz jej strukturę kontaktową. W notatce źródłowej kontaktowa chirurgia Dehna została opisana jako operacja modyfikacji przestrzeni polegająca na wycinaniu i wklejaniu pełnego torusa S1×D2 w okolicy rurkowatej węzłów, przy zachowaniu odpowiedniej geometrii kontaktowej. Chirurgia ta jest dokonywana wzdłuż węzłów Legendre'a, ponieważ ich otoczenia mają naturalne ramki kontaktowe, które pozwalają kontrolować nowo wklejany torus. Twierdzenie Dinga i Geigesa ma tu zasadnicze znaczenie: każde dwie dodatnie, spójne trójwymiarowe rozmaitości kontaktowe można połączyć skończonym ciągiem kontaktowych chirurgii (±1). To wynik ogromnej elastyczności operacyjnej. Oznacza, że chirurgia kontaktowa jest nie tylko lokalną sztuczką, ale językiem przejść między strukturami kontaktowymi. Jeżeli wiemy, jak zrealizować odpowiednie chirurgie przez operacje holomorficzne na wklęsłych brzegach, możemy zacząć budować wypełnienia dla bardzo szerokiej klasy rozmaitości kontaktowych.\nWłaśnie to wykorzystują Kasuya i Zuddas. Zanim jednak dojdziemy do ich twierdzenia, trzeba wspomnieć o rozkładach na otwarte księgi. Rozkład na otwartą księgę opisuje trójwymiarową rozmaitość jako sumę jednowymiarowego splotu, zwanego grzbietem, oraz rodziny dwuwymiarowych powierzchni, czyli kartek, rozwłóknionych nad okręgiem. Obraz jest niemal literacki: przestrzeń jest książką, której grzbiet pozostaje nieruchomy, a kartki obracają się wokół niego. Ale to nie metafora ozdobna. To precyzyjne narzędzie topologiczne. Korespondencja Girouxa ustanawia związek między strukturami kontaktowymi, z dokładnością do izotopii, a rozkładami na otwarte księgi, z dokładnością do dodatniej stabilizacji. Korespondencja Girouxa jest jednym z tych wyników, które zmieniają sposób widzenia całej dziedziny. Struktura kontaktowa, czyli pole płaszczyzn, zostaje powiązana z dekompozycją topologiczną rozmaitości. To jak odkrycie, że napięcie wewnętrzne książki można odczytać z układu jej kartek.\nDzięki temu wiele problemów kontaktowych można tłumaczyć na język monodromii, stabilizacji i teorii powierzchni. Znów wracamy do motywu rozwłóknień: rozumieć przestrzeń przez to, jak układa się w rodziny niżej wymiarowych obiektów. Kolejnym narzędziem jest teoria powierzchni wypukłych Girouxa. W materiale źródłowym powierzchnia wypukła w przestrzeni kontaktowej to zamknięta gładka powierzchnia, która posiada poprzeczne kontaktowe pole wektorowe. Płaszczyzny kontaktowe wyznaczają na niej foliację charakterystyczną, a z powierzchnią związany jest zbiór dzielący: zbiór nieprzecinających się krzywych zamkniętych oddzielających strefy dodatnią i ujemną. Najważniejszy rezultat tej teorii mówi, że krzywe zbioru dzielącego determinują strukturę kontaktową wokół powierzchni wypukłej, a kryterium Girouxa pozwala badać napiętość struktury przez analizę topologii zbioru dzielącego.\nTo jest kolejna wielka lekcja o granicach. Powierzchnia zanurzona w trójwymiarowej rozmaitości kontaktowej sama staje się miejscem zapisu informacji o otoczeniu. Zbiór dzielący jest jak mapa napięć na powierzchni: oddziela regiony, koduje strukturę kontaktową, pozwala rozpoznać, czy lokalne zachowania prowadzą do globalnej napiętości, czy do przekręcenia. W teorii kontaktowej wiele rzeczy rozstrzyga się nie przez mierzenie odległości, lecz przez czytanie układu krzywych. Geometria zamienia się w semiotykę skręcenia.\nmożna wrócić do brzegów pseudowypukłych i pseudowklęsłych. Jeżeli X jest rozmaitością zespoloną z gładkim brzegiem, to zespolone styczności brzegu tworzą naturalną strukturę kontaktową, o ile brzeg jest silnie pseudowypukły lub silnie pseudowklęsły. W przypadku silnie pseudowypukłym otrzymujemy dodatnią strukturę kontaktową zgodną z orientacją brzegu. W przypadku silnie pseudowklęsłym pojawia się struktura ujemna, co w notatce zapisano jako brzeg kontaktomorficzny z (−M,ξ), gdy (M,ξ) jest dodatnią, zwartą trójwymiarową rozmaitością kontaktową. Wklęsłe wypełnienie holomorficzne jest więc silnie pseudowklęsłą powierzchnią, której brzeg odpowiada danej strukturze kontaktowej z odwróconą orientacją. Tu zaczyna się zasadniczy kontrast z klasyczną teorią wypełnień wypukłych. Wypukłe, Steinowskie lub holomorficzne wypełnienia są restrykcyjne. Nie każda struktura kontaktowa może być takim brzegiem.\nTymczasem główny wynik Kasuyi i Zuddasa mówi, że każda dodatnia, zamknięta trójwymiarowa rozmaitość kontaktowa dopuszcza nieskończenie wiele wklęsłych wypełnień holomorficznych. To jest bardzo mocne twierdzenie o elastyczności. W świecie pseudowklęsłym nie pojawiają się analogiczne topologiczne czy geometryczne bariery, które ograniczają wypełnienia pseudowypukłe. Dlaczego tak się dzieje?",
      "char_start": 54568,
      "section_id": "sec-16",
      "hidden_question": "W jaki sposób narzędzia topologii kontaktowej prowadzą do wniosku, że każda dodatnia rozmaitość kontaktowa dopuszcza nieskończenie wiele wklęsłych wypełnień holomorficznych?",
      "estimated_length": 4776
    },
    {
      "h2": "Pseudowklęsłość jako uniwersalny mechanizm realizowalności",
      "index": 16,
      "char_end": 62625,
      "position": 17,
      "full_text": "Notatka wskazuje mechanizm: holomorficzne doklejanie dwurączki do silnie pseudowklęsłego brzegu. Konstrukcja jest koncepcyjnie pokrewna Eliashbergowskiej konstrukcji rączek dla rozmaitości Steina, ale różni się w punkcie krytycznym. U Eliashberga wypukłą rączkę z całkowicie rzeczywistym dyskiem jako rdzeniem dokleja się wzdłuż węzła Legendre'a. U Kasuyi i Zuddasa wklęsła rączka holomorficzna ma rdzeń będący dyskiem holomorficznym, a doklejanie następuje wzdłuż węzła transwersalnego. To odwrócenie rodzaju węzła i rodzaju rdzenia odpowiada odwróceniu natury brzegu: wypukłość pracuje z Legendre'em i całkowicie rzeczywistym rdzeniem; wklęsłość pracuje z transwersalnością i rdzeniem holomorficznym. Wykorzystanie węzła transwersalnego pozwala naturalnie realizować obie kontaktowe chirurgie Dehna, zarówno (+1), jak i (−1), na strukturze kontaktowej brzegu. A skoro Ding i Geiges pokazali, że dowolne dwie dodatnie rozmaitości kontaktowe można połączyć ciągiem takich chirurgii, Kasuya i Zuddas mogą rozpocząć od modelowej przestrzeni i przez odpowiedni ciąg operacji uzyskać wklęsłe wypełnienie dla każdej zadanej przestrzeni kontaktowej.\nTo jest konstrukcja o strukturze bardzo eleganckiej: twierdzenie klasyfikacyjno-operacyjne z geometrii kontaktowej zostaje podniesione do konstrukcji holomorficznej po stronie pseudowklęsłej. Można to ująć tak: chirurgia kontaktowa daje alfabet możliwych przekształceń brzegu, a holomorficzna wklęsła rączka Kasuyi i Zuddasa daje sposób, aby każde takie przekształcenie zrealizować przez operację na wnętrzu zespolonym. Brzeg kontaktowy i wnętrze holomorficzne zaczynają mówić wspólnym językiem. Nie jest to jednak język rygoru Steina, lecz język elastycznej realizowalności. Matematycznie jest to różnica między światem, w którym tylko wybrane struktury mogą być brzegami wypukłych wypełnień, a światem, w którym każda dodatnia struktura kontaktowa może być brzegiem wklęsłego wypełnienia holomorficznego.\nTen wynik ma znaczenie nie tylko techniczne, ale także koncepcyjne. Pokazuje, że pseudowklęsłość nie jest prostym negatywem pseudowypukłości. Nie jest tym samym obrazem z odwróconym znakiem. W geometrii zmiana znaku często zmienia naturę problemu. Tak jak w analizie przejście od eliptyczności do hiperboliczności nie jest drobną korektą, lecz zmianą świata, tak tutaj odwrócenie kierunku wypukłości otwiera przestrzeń zupełnie innej elastyczności. Pseudowypukłość jest selektywna, pseudowklęsłość - w tym zakresie - uniwersalizująca. Nie znaczy to, że wszystko staje się banalne. Nieskończenie wiele wypełnień holomorficznych dla tej samej struktury kontaktowej oznacza bogactwo konstrukcji, nie brak struktury. Elastyczność nie jest chaosem. Jest kontrolowaną możliwością realizacji. Różnica jest zasadnicza. Chaos mówi: wszystko jedno. Elastyczność mówi: można wiele, ale według określonych operacji. Właśnie dlatego twierdzenie Kasuyi i Zuddasa jest tak silne. Nie stwierdza mgliście, że pseudowklęsłość \"daje większą swobodę\". Pokazuje konkretny mechanizm: doklejanie rączki, transwersalne węzły, kontaktowe chirurgie (±1), twierdzenie Dinga-Geigesa i konstrukcję wypełnień.\nmożna lepiej zrozumieć rolę geometrii kontaktowej w całej książce. Nie jest ona osobnym rozdziałem dla urozmaicenia. Jest koniecznym językiem brzegu.",
      "char_start": 59345,
      "section_id": "sec-17",
      "hidden_question": "W jaki sposób mechanizm doklejania rączek w obszarze pseudowklęsłym pozwala na realizację dowolnej dodatniej rozmaitości kontaktowej jako brzegu?",
      "estimated_length": 3280
    },
    {
      "h2": "Silna pseudowklęsłość jako obszar uniwersalnej realizowalności wypełnień",
      "index": 17,
      "char_end": 68536,
      "position": 18,
      "full_text": "Powierzchnie nie-kählerowskie pokazały, że struktury zespolone mogą istnieć poza kählerowskim porządkiem. Rozwłóknienia Lefschetza pokazały, że topologia czterowymiarowa i degeneracje włókien dostarczają konstrukcyjnego szkieletu. Pseudowypukłość i przestrzenie Steina pokazały rygor funkcji holomorficznych.\nGeometria kontaktowa pokazuje natomiast, co dzieje się na granicy: jak brzeg przechowuje strukturę i jak można nim operować. Czas wejść bezpośrednio w rozmaitości silnie pseudowklęsłe i wklęsłe wypełnienia holomorficzne. Tam przeanalizujemy dokładniej, dlaczego twierdzenie o istnieniu nieskończenie wielu wypełnień dla każdej dodatniej zwartej trójwymiarowej rozmaitości kontaktowej jest wynikiem tak przełomowym, jaką rolę odgrywa konstrukcja rączki holomorficznej, oraz dlaczego problem wklęsłych wypełnień Kählera pozostaje subtelny. Bo Kasuya nie kończy na samej elastyczności holomorficznej. Pyta jeszcze, kiedy taka elastyczność może współistnieć z kählerowskim rygorem - a to pytanie jest jak zaproszenie do pojedynku między wolnością konstrukcji a dyscypliną formy zamkniętej. Silna pseudowklęsłość i wypełnienia holomorficzne, czyli elastyczność po odwróconej stronie brzegu\nPo stronie pseudowypukłości widzieliśmy rygor. Rozmaitość Steina, funkcja wyczerpująca, ściśle plurisubharmoniczny potencjał, holomorficzna wypukłość, separacja punktów przez funkcje globalne - wszystko to tworzyło obraz przestrzeni dobrze zarządzanej przez analizę zespoloną. Brzeg takiej przestrzeni jest dodatnią rozmaitością kontaktową, ale nie dowolną. Musi spełniać warunki wynikające z istnienia wnętrza o silnej strukturze holomorficznej. Wypełnialność Steinowska czy silnie pseudowypukła jest więc rodzajem certyfikatu jakości.\nNie każdy brzeg go dostaje. Matematyka bywa tu mniej demokratyczna niż regulamin konkursu grantowego, ale przynajmniej uzasadnia decyzję. Silna pseudowklęsłość odwraca tę perspektywę. Nie przez prostą negację, lecz przez zmianę kierunku relacji między funkcją definiującą, wnętrzem i brzegiem. W materiale źródłowym rozmaitości silnie pseudowklęsłe są opisane jako zwarte powierzchnie zespolone z gładkim brzegiem, dla których istnieje odpowiednie kołnierzowe otoczenie brzegu i ściśle plurisubharmoniczna funkcja definiująca, przy czym rozmaitość leży \"powyżej\" poziomu zerowego wyznaczającego brzeg. Zespolona styczność tak zdefiniowanego brzegu indukuje ujemną strukturę kontaktową na odpowiadającej mu trójwymiarowej rozmaitości. To sformułowanie jest krótkie, ale niesie zasadniczą zmianę geometrii. W przypadku pseudowypukłym rozmaitość leży po stronie, która jest kontrolowana przez \"wnętrze\" funkcji plurisubharmonicznej. W przypadku pseudowklęsłym sytuacja zostaje odwrócona: ta sama analityczna dodatniość funkcji w zespolonych kierunkach opisuje brzeg, lecz przestrzeń znajduje się po drugiej stronie poziomicy. To tak, jakbyśmy mieli tę samą granicę prawną, lecz zmienili stronę, z której ją interpretujemy. Przepisy te same, skutki ustrojowe inne. W matematyce orientacja nie jest dekoracją. Zmiana orientacji potrafi zmienić całą teorię.\nKasuya wprowadza pojęcie wklęsłego wypełnienia holomorficznego. Jest to silnie pseudowklęsła powierzchnia, której brzeg jest kontaktomorficzny z (−M,ξ), gdzie (M,ξ) oznacza dodatnią, zwartą trójwymiarową rozmaitość kontaktową. Ten zapis z minusem przed M jest ważny: chodzi o odwrócenie orientacji brzegu. Z punktu widzenia kontaktowego mamy dodatnią rozmaitość (M,ξ), ale jako brzeg pseudowklęsłego obiektu pojawia się ona z orientacją przeciwną. Wypełnienie wklęsłe nie jest więc wypełnieniem w tym samym sensie co wypełnienie wypukłe. Jest raczej holomorficznym światem dołączonym po drugiej stronie kontaktowej granicy. Najważniejszy wynik Kasuyi i Zuddasa, przywołany w notatce, mówi, że każda dodatnia, zamknięta trójwymiarowa rozmaitość kontaktowa dopuszcza nieskończenie wiele wklęsłych wypełnień holomorficznych. To twierdzenie uderza w centralne przyzwyczajenie wyniesione ze świata pseudowypukłego. Tam wypełnialność była ograniczona, selektywna, nacechowana sztywnością. Tutaj okazuje się powszechna.\nNie istnieją analogiczne przeszkody topologiczne ani geometryczne, aby zrealizować dowolną dodatnią strukturę kontaktową jako brzeg silnie pseudowklęsłej powierzchni. Nie jest to jednak \"wolność przez brak reguł\". Twierdzenie nie mówi: ponieważ niczego nie kontrolujemy, wszystko jest możliwe. Mówi raczej: istnieje konkretny mechanizm konstrukcyjny, który realizuje dowolną strukturę kontaktową przez skończony ciąg operacji. Tym mechanizmem jest holomorficzne doklejanie dwurączki do silnie pseudowklęsłego brzegu. Kasuya i Zuddas budują metodę analogiczną do Eliashbergowskiej konstrukcji rączek w teorii rozmaitości Steina, lecz z jedną fundamentalną zmianą. U Eliashberga wypukłą rączkę, której rdzeniem jest całkowicie rzeczywisty dysk, dokleja się wzdłuż węzła Legendre'a. U Kasuyi i Zuddasa wklęsła rączka holomorficzna ma rdzeń będący dyskiem holomorficznym, a doklejanie następuje wzdłuż węzła transwersalnego. To rozróżnienie można czytać jako jedną z najważniejszych miniatur całej książki. Po stronie wypukłej rdzeń jest całkowicie rzeczywisty. Oznacza to, że nie zawiera zespolonych kierunków stycznych, a więc zachowuje właściwą separację względem struktury zespolonej. Po stronie wklęsłej rdzeń jest holomorficzny, czyli zgodny ze strukturą zespoloną. Po stronie wypukłej doklejamy wzdłuż węzła Legendre'a, całkowicie stycznego do płaszczyzn kontaktowych. Po stronie wklęsłej doklejamy wzdłuż węzła transwersalnego, przecinającego płaszczyzny kontaktowe.\nZmienia się nie tylko technika. Zmienia się geometria relacji między brzegiem, rdzeniem i strukturą zespoloną. Dzięki wykorzystaniu transwersalnego okręgu doklejającego operacja Kasuyi i Zuddasa naturalnie realizuje obie kontaktowe chirurgie Dehna, zarówno (+1), jak i (−1), na brzegowej strukturze kontaktowej. To jest punkt krytyczny dowodu.",
      "char_start": 62626,
      "section_id": "sec-18",
      "hidden_question": "Czym różni się silna pseudowklęsłość od pseudowypukłości i dlaczego pozwala na istnienie nieskończenie wielu wypełnień holomorficznych dla dowolnej rozmaitości kontaktowej?",
      "estimated_length": 5910
    },
    {
      "h2": "Chirurgie Dehna jako droga do dowolnego brzegu",
      "index": 18,
      "char_end": 68926,
      "position": 19,
      "full_text": "Kontaktowe chirurgie Dehna są operacjami, które pozwalają przekształcać jedne struktury kontaktowe w inne. Jeżeli holomorficzne doklejanie wklęsłej rączki umie zrealizować obie chirurgie, a twierdzenie Dinga i Geigesa mówi, że każde dwie dodatnie rozmaitości kontaktowe można połączyć odpowiednim ciągiem chirurgii (±1), to otrzymujemy konstrukcyjną drogę do dowolnego brzegu kontaktowego.",
      "char_start": 68537,
      "section_id": "sec-19",
      "hidden_question": "W jaki sposób można konstrukcyjnie uzyskać dowolny brzeg kontaktowy w geometrii zespolonej?",
      "estimated_length": 389
    },
    {
      "h2": "Proceduralna konstrukcja i elastyczność wypełnień wklęsłych",
      "index": 19,
      "char_end": 73000,
      "position": 20,
      "full_text": "Warto to rozłożyć na prostsze kroki. Zaczynamy od pewnej modelowej przestrzeni, której wklęsłe wypełnienie znamy. Następnie bierzemy dowolną dodatnią trójwymiarową rozmaitość kontaktową, którą chcemy otrzymać jako brzeg. Twierdzenie Dinga-Geigesa gwarantuje, że da się przejść od modelowego brzegu do zadanego brzegu przez skończony ciąg kontaktowych chirurgii (+1) i (−1). Kasuya i Zuddas pokazują, że każdą z tych chirurgii można zrealizować przez doklejenie odpowiedniej holomorficznej wklęsłej rączki. Po wykonaniu całego ciągu operacji uzyskujemy silnie pseudowklęsłą powierzchnię z żądanym brzegiem.\nTwierdzenie nie jest więc abstrakcyjnym istnieniem wyciągniętym z mgły. Jest procedurą. Ta proceduralność ma znaczenie epistemiczne. Matematyka najbardziej przekonuje wtedy, gdy nie tylko mówi, że coś istnieje, ale pokazuje, jak to zbudować. Konstrukcja rączkowa jest tu odpowiednikiem warsztatu. Nie oglądamy gotowego obiektu za szybą muzealną. Widzimy narzędzia, kolejność działań, miejsca sklejenia, typy węzłów, skutki na brzegu. To ważne także dlatego, że geometria kontaktowa jest bardzo wrażliwa na operacje lokalne. Małe doklejenie może zmienić globalny typ kontaktowy. Chirurgia nie jest łataniem dziury. Jest zmianą konstytucji brzegu. Kontrast z konstrukcjami Steinowskimi Eliashberga pozostaje stale obecny. W świecie Steina doklejanie rączek ma ścisłe ograniczenia indeksowe i kontaktowe. Rozmaitości Steina można opisywać przez handlebody decomposition, w której rączki doklejane są zgodnie z warunkami pozwalającymi utrzymać ściśle plurisubharmoniczną funkcję Morse'a. W wymiarze zespolonym dwa szczególną rolę odgrywa doklejanie dwurączek wzdłuż węzłów Legendre'a z odpowiednim framowaniem. To jest algebra dyscypliny.\nU Kasuyi i Zuddasa rączka działa po stronie wklęsłej, a więc zmienia nie tylko stronę brzegu, ale także zestaw dopuszczalnych operacji. Elastyczność pseudowklęsłości rodzi się z tego odwrócenia. Nie należy jednak mylić silnej pseudowklęsłości z dowolnością zespoloną. Wklęsłe wypełnienie holomorficzne nadal jest powierzchnią zespoloną z gładkim brzegiem, nadal wymaga ściśle plurisubharmonicznej funkcji definiującej w kołnierzu, nadal ma precyzyjnie określoną strukturę kontaktową na brzegu. To nie jest \"rozluźnienie standardów\" w sensie potocznym. To raczej inny system standardów. Pseudowypukłość pyta: które brzegi mogą ograniczać przestrzeń kontrolowaną od wewnątrz przez funkcje holomorficzne? Pseudowklęsłość pyta: jakie brzegi mogą pojawić się jako zewnętrzna, odwrócona granica silnie pseudowklęsłej powierzchni?\nOdpowiedzi są radykalnie różne. Ta różnica pozwala zrozumieć, dlaczego Kasuya mówi o elastyczności brzegów silnie pseudowklęsłych. Elastyczność nie oznacza braku geometrii; oznacza brak przeszkód klasyfikacyjnych analogicznych do świata wypukłego. Każda dodatnia, zamknięta trójwymiarowa rozmaitość kontaktowa może zostać zrealizowana. Co więcej, może zostać zrealizowana na nieskończenie wiele sposobów. Ten drugi element - nieskończoność wypełnień - jest równie ważny jak powszechność istnienia. Nie chodzi bowiem tylko o to, że brzeg \"ma jakieś\" wypełnienie. Chodzi o to, że ten sam brzeg może być granicą wielu różnych wnętrz holomorficznych.\npojawia się zagadnienie szczególnie subtelne: metryki Kählera na wypełnieniach wklęsłych. Materiał źródłowy wskazuje, że wklęsłe wypełnienia holomorficzne można konstruować zarówno jako kählerowskie, jak i nie-kählerowskie. To zdanie doskonale streszcza napięcie całej książki. Z jednej strony mamy holomorficzną elastyczność pseudowklęsłych wypełnień. Z drugiej pytamy, czy można tę elastyczność pogodzić z kählerowską dyscypliną formy zamkniętej. Odpowiedź brzmi: czasem tak, czasem nie, a granica między tymi przypadkami nie jest banalna. Kasuya i Zuddas dowodzą, że jeżeli wyjściowa powierzchnia jest przestrzenią Kählera o silnie pseudowklęsłym brzegu, to formę Kählera można gładko przedłużyć na nowo doklejoną wklęsłą rączkę holomorficzną, pod warunkiem że doklejany obszar rączki leży odpowiednio blisko granicy. Ten wynik jest bardzo ważny technicznie.",
      "char_start": 68927,
      "section_id": "sec-20",
      "hidden_question": "W jaki sposób technicznie konstruuje się wypełnienia holomorficzne dla dowolnych rozmaitości kontaktowych i czym różni się to od konstrukcji Steinowskich?",
      "estimated_length": 4073
    },
    {
      "h2": "Wklęsłe wypełnienia Kählera jako synteza elastyczności i rygoru",
      "index": 20,
      "char_end": 78109,
      "position": 21,
      "full_text": "Pokazuje, że sama operacja doklejania wklęsłej rączki nie musi niszczyć kählerowskości. Przy odpowiedniej lokalizacji i kontroli konstrukcji forma Kählera może zostać przedłużona. Elastyczność pseudowklęsłości i kählerowska regularność nie są zatem automatycznie sprzeczne. Na tej podstawie autorzy definiują wklęsłe wypełnienia Kählera. W takim wypełnieniu potencjał Kählera w obszarze kołnierzowym pełni jednocześnie funkcję ściśle plurisubharmonicznej funkcji definiującej całą rozmaitość. Jest to definicja elegancka, ponieważ łączy dwa światy w jednym obiekcie: funkcja potencjału Kählera, która daje formę Kählera, jest zarazem funkcją definiującą silnie pseudowklęsły brzeg. Brzeg nie zostaje dopisany do struktury Kählera z zewnątrz.\nWynika z jej potencjału. To jest matematyczna forma spójności: jeden obiekt pełni dwie funkcje, nie przez przypadek, ale przez wewnętrzną zgodność konstrukcji.\npojawia się otwarty problem. Notatka wskazuje, że pozostaje nierozwiązane pytanie, czy z faktu dopuszczania wklęsłego wypełnienia Kählera wynika bezpośrednio wypełnialność w sensie Steina. To pytanie jest niezwykle interesujące, bo dotyka relacji między kählerowską regularnością po stronie wklęsłej a Steinowską wypełnialnością po stronie wypukłej. Innymi słowy: czy możliwość bycia brzegiem wklęsłego wypełnienia Kählera niesie w sobie ukrytą informację o bardziej klasycznej, wypukłej wypełnialności? Czy kählerowskość wklęsłego wnętrza jest wystarczająco silna, by wymusić Steinowski porządek gdzie indziej? Nie znamy odpowiedzi w ramach przywołanego materiału, i właśnie dlatego należy to pytanie potraktować poważnie, bez udawania rozstrzygnięcia.\nJego siła polega na tym, że łączy dwa paradygmaty. Z jednej strony wklęsłość holomorficzna jest elastyczna i uniwersalna. Z drugiej strony kählerowskość jest restrykcyjna. Problem pyta, czy dodanie kählerowskości do wklęsłego wypełnienia przywraca część rygoru właściwego przestrzeniom Steinowskim. To jest matematyczna wersja starego pytania: czy wolność ograniczona silną formą wewnętrzną zaczyna sama produkować reguły podobne do dyscypliny?\nW szerszym kontekście książki to pytanie domyka most między pierwszą i drugą częścią. Pierwsza część, poświęcona nie-kählerowskim powierzchniom zespolonym, pokazywała, że kählerowskość nie wyczerpuje świata struktur zespolonych. Druga część, poświęcona pseudowklęsłości, pokazuje, że wypełnienia holomorficzne nie muszą zachowywać się jak wypełnienia Steinowskie. Jednak problem wklęsłych wypełnień Kählera pyta, czy w pewnych warunkach oba porządki spotykają się ponownie. Nie przez powrót do dawnej prostoty, lecz przez bardziej subtelne kryterium.\nmatematyka odsłania swój najlepszy temperament: nie zadowala się hasłem \"wszystko jest możliwe\", ale natychmiast pyta, w jakiej klasie obiektów, z jaką strukturą dodatkową, pod jakimi warunkami i z jakimi konsekwencjami. Elastyczność pseudowklęsłości jest faktem. Kählerowska kontrola jest dodatkowym warunkiem.\nRelacja między nimi pozostaje miejscem żywego badania. To jest przykład dojrzałej teorii: potrafi udowodnić twierdzenie uniwersalne, a zarazem wskazać problem, którego jeszcze nie umie zamknąć. W nauce uczciwe \"nie wiemy\" bywa bardziej wartościowe niż dziesięć efektownych konkluzji, które pękają przy pierwszym kontakcie z definicją. Silna pseudowklęsłość ma również znaczenie filozoficzne dla rozumienia brzegów. W geometrii klasycznej brzeg często pojawia się jako ograniczenie obszaru. W analizie zespolonej brzeg staje się nośnikiem warunków przedłużania funkcji, wypukłości, domen holomorficzności. W geometrii kontaktowej brzeg jest autonomicznym obiektem z własną strukturą. W teorii Kasuyi i Zuddasa brzeg staje się miejscem niezwykłej swobody realizacyjnej: dowolna dodatnia zamknięta trójwymiarowa rozmaitość kontaktowa może być takim brzegiem. To przesuwa nasze rozumienie granicy. Granica nie jest tylko murem. Jest interfejsem konstrukcji. Można więc powiedzieć, że pseudowklęsłość rehabilituje brzeg jako przestrzeń możliwości. W świecie pseudowypukłym brzeg jest sprawdzianem dyscypliny wnętrza. W świecie pseudowklęsłym brzeg jest punktem wyjścia do konstruowania wnętrz. W pierwszym przypadku pytamy: czy dana struktura kontaktowa zasługuje na Steinowskie wypełnienie? W drugim: jak zbudować holomorficzne wypełnienie dla zadanej struktury kontaktowej?\nTo zmiana nie tylko techniczna, ale także metodologiczna. Zamiast selekcji mamy realizację. Zamiast testu dopuszczalności mamy procedurę budowy. Nie oznacza to, że świat pseudowklęsły jest \"łatwiejszy\". Jest po prostu inny. Jego trudność nie polega na znalezieniu przeszkód, lecz na zrozumieniu bogactwa konstrukcji. Jeżeli każde (M,ξ) ma nieskończenie wiele wklęsłych wypełnień holomorficznych, pojawia się pytanie o klasyfikację tych wypełnień, ich typy biholomorficzne, ich własności topologiczne, ich relację do kählerowskości, ich zachowanie pod doklejaniem rączek, ich granice symplektyczne. Powszechność istnienia nie kończy problemu. Ona go otwiera na wyższym poziomie. Kasuya przesuwa uwagę z pytania \"czy istnieje?\" na pytanie \"jakie istnieją i czym się różnią?\".",
      "char_start": 73001,
      "section_id": "sec-21",
      "hidden_question": "Czym są wklęsłe wypełnienia Kählera i czy ich istnienie implikuje wypełnialność Steinowską?",
      "estimated_length": 5108
    },
    {
      "h2": "Marginesy struktur jako klucz do centrum geometrii",
      "index": 21,
      "char_end": 80810,
      "position": 22,
      "full_text": "To jest typowe dla dojrzałych obszarów matematyki. Pierwszy etap teorii walczy o przykłady i twierdzenia istnienia. Drugi etap pyta o klasyfikację, moduli, niezmienniki i relacje z innymi strukturami. Wklęsłe wypełnienia holomorficzne znajdują się właśnie w tym fascynującym miejscu: mamy potężne twierdzenie istnienia, mamy konstrukcję rączkową, mamy możliwość wypełnień kählerowskich i nie-kählerowskich, ale pozostają pytania o głębsze konsekwencje. Dobrze widać tu też jedność całego artykułu.\nNie-kählerowskie struktury na R4 pokazywały, że nawet przestrzeń topologicznie prosta może nieść nieprzeliczalnie wiele struktur zespolonych. Silna pseudowklęsłość pokazuje analogiczną lekcję po stronie brzegów: nawet dowolna dodatnia trójwymiarowa rozmaitość kontaktowa może być brzegiem nieskończenie wielu wklęsłych powierzchni holomorficznych. W obu przypadkach klasyczna intuicja regularności zostaje przekroczona. Przestrzeń okazuje się bogatsza niż jej topologia. Brzeg okazuje się bardziej twórczy niż jego funkcja ograniczająca.\nTa lekcja ma znaczenie także dla sposobu pisania o matematyce. Łatwo przedstawić geometrię zespoloną jako ciąg definicji, twierdzeń i nazwisk. Trudniej pokazać, że za tym aparatem stoi spór o naturę struktury: kiedy porządek jest sztywnością, kiedy elastyczność jest chaosem, kiedy brzeg jest ograniczeniem, a kiedy generatorem, kiedy topologia wystarcza, a kiedy trzeba wejść w subtelności analityczne. Kasuya pokazuje, że obszary pozornie poboczne - nie-kählerowskie powierzchnie i pseudowklęsłe brzegi - potrafią zadać pytania centralne. A to jest jedna z piękniejszych zasad nauki: margines bywa miejscem, z którego najlepiej widać środek.\nod klasyfikacji powierzchni do filozofii brzegów\nDotychczasowa droga prowadziła przez kilka pozornie odległych krain: klasyfikację zwartych powierzchni zespolonych, powierzchnie eliptyczne, rozwłóknienia Lefschetza, nie-kählerowskie struktury na przestrzeniach euklidesowych, pseudowypukłość, przestrzenie Steina, geometrię kontaktową i silną pseudowklęsłość. Można by potraktować je jako osobne działy, ułożone w szeregu według specjalistycznego programu wykładu. Byłoby to jednak odczytanie zbyt skromne.\nW książce Kasuyi, rekonstruowanej w materiale źródłowym, te obszary tworzą jeden problem: jak geometria zespolona zachowuje się wtedy, gdy opuszcza najbardziej klasyczne terytorium kählerowskiej regularności i wchodzi w przestrzenie, gdzie analiza, topologia i geometria kontaktowa muszą negocjować nowe warunki współistnienia. Pierwszym biegunem tej opowieści jest klasyfikacja. Matematyka nie klasyfikuje z pedanterii. Klasyfikacja jest próbą zrozumienia, które różnice są istotne, a które są tylko przebraniem.",
      "char_start": 78110,
      "section_id": "sec-22",
      "hidden_question": "Jakie znaczenie dla całej teorii ma fakt, że dowolna rozmaitość kontaktowa może mieć nieskończenie wiele wypełnień holomorficznych?",
      "estimated_length": 2700
    },
    {
      "h2": "Nie-kählerowskość jako wynik napięcia między topologią a geometrią",
      "index": 22,
      "char_end": 85918,
      "position": 23,
      "full_text": "W przypadku zwartych powierzchni zespolonych klasyfikacja Kodairy pokazuje, że powierzchnie można porządkować według wymiaru algebraicznego, pierwszej liczby Bettiego, obecności rozwłóknień eliptycznych, typu K3, torusów, powierzchni algebraicznych typu ogólnego oraz klas nie-kählerowskich. Ten podział nie jest suchą taksonomią. Jest mapą tego, jak wiele globalnej informacji przestrzeń potrafi ujawnić przez funkcje meromorficzne i jak dalece jej topologia wspiera albo blokuje kählerowską regularność. Kluczowa różnica między powierzchniami kählerowskimi i nie-kählerowskimi w wymiarze zespolonym dwa zostaje uchwycona przez pierwszą liczbę Bettiego. W materiale źródłowym podkreślono twierdzenie Kodairy, Miyaoki i Siu: zwarta powierzchnia zespolona jest kählerowska wtedy i tylko wtedy, gdy jej pierwsza liczba Bettiego jest parzysta.\nJest to niezwykłe zderzenie porządków. Własność, która wydaje się należeć do geometrii hermitowskiej i symplektycznej, zostaje w tym przypadku rozpoznana przez topologiczny niezmiennik. Topologia nie mówi wszystkiego, ale tu mówi coś rozstrzygającego. Matematyka lubi takie momenty: zamiast hałaśliwej interpretacji dostajemy jedno kryterium, które robi robotę szybciej niż komisja ekspercka z podkomisją do spraw definicji.\nklasyfikacja zwarta nie wyczerpuje problemu. Gdy przechodzimy do rozmaitości otwartych, prosty topologiczny test przestaje wystarczać. Notatka trafnie wskazuje, że każda otwarta, zorientowana rozmaitość czterowymiarowa dopuszcza metrykę Kählera z topologicznego punktu widzenia, więc nie da się odróżniać struktur kählerowskich i nie-kählerowskich wyłącznie przez liczby Bettiego.\nTo jest jeden z punktów zwrotnych całej opowieści. Zwartość pełniła funkcję dyscyplinującą. Gdy jej zabrakło, teoria musiała znaleźć subtelniejsze narzędzia. Właśnie dlatego pojawia się kryterium zwartej krzywej zespolonej reprezentującej trywialną drugą klasę homologii: jej obecność wyklucza kählerowskość, ponieważ dodatniość formy Kählera zderza się z trywialnością homologiczną. Ta zmiana jest metodologicznie ważna.\nNie-kählerowskość przestaje być prostym skutkiem nieparzystej liczby Bettiego. Staje się własnością, którą trzeba tropić przez relację między krzywymi zespolonymi, homologią i formami zamkniętymi. Innymi słowy: geometria otwarta wymaga większej czujności. Gdy znikają proste bariery topologiczne, łatwo pomylić brak oczywistej przeszkody z istnieniem struktury. Matematyka uczy tu sceptycyzmu lepiej niż niejeden podręcznik metodologii: jeśli kryterium przestało działać, nie oznacza to, że problem zniknął. Oznacza tylko, że problem nauczył się lepiej ukrywać. Drugim biegunem jest rozwłóknienie. Powierzchnie eliptyczne i rozwłóknienia Lefschetza pokazują, że przestrzeń można rozumieć nie przez statyczną całość, lecz przez rodzinę włókien i ich degeneracje. Regularne włókno mówi, jaki jest typ ogólny struktury, ale włókna osobliwe mówią, gdzie i jak ta struktura doświadcza załamania. Rozwłóknienie Lefschetza, z lokalnym modelem osobliwości w=z1z2, z cyklami znikającymi i monodromią jako prawoskrętnym obrotem Dehna, jest mechanizmem tłumaczenia geometrii zespolonej na topologię czterowymiarową.\nW tym języku degeneracja nie jest porażką. Jest informacją. Cykl znikający, który w regularnym włóknie jest pętlą, a w osobliwym kurczy się do punktu, koduje zmianę topologiczną. Monodromia zapisuje, jak rodzina włókien zachowuje się przy obchodzeniu osobliwości. Obrót Dehna staje się literą w alfabecie przejść.\nWłaśnie dlatego twierdzenia Kasa, Moishezona i Matsumoto mają tak duże znaczenie: pokazują, że typ dyfeomorfizmu powierzchni eliptycznych bez włókien wielokrotnych można uchwycić przez bardzo konkretne dane, takie jak charakterystyka Eulera i rodzaj bazy. Trzecim biegunem jest wymiar cztery. W całej tej historii wymiar cztery nie jest przypadkową sceną. To miejsce szczególnego napięcia między strukturą gładką, topologią, zespolonością i symplektycznością. Konstrukcje nie-kählerowskich struktur zespolonych na R2n pokazują ten fenomen bardzo wyraźnie. Dla n=1 odpowiedź na pytanie o nie-kählerowskie struktury jest negatywna. Dla n≥3 działa klasyczna konstrukcja Calabiego-Eckmanna na iloczynach nieparzystowymiarowych sfer, z których po wycięciu komórki otrzymuje się przestrzenie euklidesowe wyposażone w nie-kählerowską strukturę zespoloną. Natomiast R4, czyli wymiar zespolony dwa, wymaga osobnej, subtelniejszej konstrukcji. Tu właśnie pojawia się praca Di Scali, Kasuyi i Zuddasa, oparta na szkielecie rozwłóknienia Matsumoto-Fukayi.\nKonstrukcja łączy model otoczenia osobliwego włókna eliptycznego typu I1 z iloczynem holomorficznego pierścienia i dysku, a następnie skleja te fragmenty w powierzchnię E(ρ1,ρ2), dyfeomorficzną z R4\nTak uzyskana przestrzeń ma holomorficzne rozwłóknienie nad CP1, a jej włókna są krzywymi eliptycznymi, osobliwym włóknem typu I1 albo holomorficznymi pierścieniami. Najmocniejszy wniosek brzmi: na R4 istnieje nieprzeliczalnie wiele parami nie-biholomorficznych nie-kählerowskich struktur zespolonych. To twierdzenie jest jednym z tych wyników, które mają siłę zmiany intuicji.",
      "char_start": 80811,
      "section_id": "sec-23",
      "hidden_question": "Jak zmienia się rozpoznawanie struktur kählerowskich i nie-kählerowskich przy przejściu od powierzchni zwartych do rozmaitości otwartych, zwłaszcza w przypadku R4?",
      "estimated_length": 5107
    },
    {
      "h2": "Od rygoru przestrzeni Steina do elastyczności brzegów kontaktowych",
      "index": 23,
      "char_end": 88961,
      "position": 24,
      "full_text": "R4 wydaje się przestrzenią prostą, euklidesową, elementarną. prosta topologia nie oznacza jednej geometrii zespolonej. Nie oznacza nawet przeliczalnej rodziny geometrii. Oznacza scenę, na której można zbudować nieprzeliczalnie wiele struktur, nierównoważnych biholomorficznie. To uderza w potoczne przekonanie, że \"prosta przestrzeń\" musi mieć prostą geometrię. Prosta przestrzeń może być jak pusta kartka: uboga tylko dla tego, kto nie umie pisać.\nCzwartym biegunem jest Steinowskość, czyli rygor funkcji holomorficznych. Przestrzeń Steina jest holomorficznie wypukła, ma funkcje holomorficzne rozdzielające punkty i dostarczające lokalnych współrzędnych. Twierdzenie Remmerta-Bishopa-Narasimhana mówi, że każdą rozmaitość Steina wymiaru n można zanurzyć jako domkniętą podrozmaitość zespoloną w C2n+1, a twierdzenie Grauerta charakteryzuje rozmaitości Steina przez istnienie wyczerpującej, ściśle plurisubharmonicznej funkcji. To jest świat, w którym funkcje holomorficzne nie są dodatkiem do struktury, lecz jej zasadą organizującą. Przestrzenie Steina pokazują, czym jest pełna analityczna kontrola. Funkcje globalne potrafią rozdzielać punkty, budować współrzędne, kontrolować zwartość holomorficznych powłok. Ściśle plurisubharmoniczna funkcja wyczerpująca nadaje przestrzeni globalny potencjał. Brzeg silnie pseudowypukły jest poziomicą takiej funkcji w kołnierzu. W tym świecie brzeg nie jest dowolny. Jest śladem rygoru wnętrza. I właśnie dlatego zwykłe, wypukłe wypełnienia holomorficzne są restrykcyjne; materiał źródłowy wskazuje, że w wymiarze trzecim holomorficzna wypełnialność jest de facto równoważna byciu brzegiem rozmaitości Steina.\nPiątym biegunem jest brzeg kontaktowy. Geometria kontaktowa w wymiarze trzecim pojawia się naturalnie jako struktura dziedziczona przez brzeg rozmaitości zespolonej. Struktura kontaktowa to maksymalnie niecałkowalne pole płaszczyzn, lokalnie jądro formy α spełniającej α∧dα=0. Twierdzenie Darboux mówi, że lokalnie wszystkie takie struktury wyglądają tak samo, a twierdzenie Graya pokazuje stabilność struktur kontaktowych wobec gładkich deformacji na rozmaitości zwartej. Te dwa wyniki przesuwają punkt ciężkości teorii z lokalności na globalność. Skoro lokalnie nie ma niezmienników, cała powaga kontaktowości ujawnia się globalnie: w węzłach, otwartych księgach, chirurgiach, strukturach napiętych i przekręconych. Węzły Legendre'a i węzły transwersalne wyrażają dwa sposoby relacji krzywej do płaszczyzn kontaktowych. Węzeł Legendre'a jest wszędzie styczny do płaszczyzny kontaktowej, natomiast węzeł transwersalny przecina ją w każdym punkcie. Ten techniczny podział staje się później zasadą konstrukcyjną. W Steinowskiej konstrukcji Eliashberga rączki dokleja się wzdłuż węzłów Legendre'a; w konstrukcji Kasuyi i Zuddasa wklęsła rączka holomorficzna doklejana jest wzdłuż węzła transwersalnego. To nie jest wymiana słownika. To przejście z jednej logiki brzegu do drugiej. Szóstym biegunem jest silna pseudowklęsłość. Tutaj książka Kasuyi osiąga swój najbardziej wyrazisty rezultat.",
      "char_start": 85919,
      "section_id": "sec-24",
      "hidden_question": "Jaka jest różnica między rygorem analitycznym rozmaitości Steina a globalną naturą geometrii kontaktowej w kontekście wypełnień holomorficznych?",
      "estimated_length": 3042
    },
    {
      "h2": "Uniwersalna realizowalność wypełnień w obszarze silnej pseudowklęsłości",
      "index": 24,
      "char_end": 93574,
      "position": 25,
      "full_text": "Rozmaitość silnie pseudowklęsła leży po stronie \"powyżej\" poziomu zerowego ściśle plurisubharmonicznej funkcji definiującej, a jej brzeg indukuje ujemną strukturę kontaktową. Wklęsłe wypełnienie holomorficzne jest silnie pseudowklęsłą powierzchnią, której brzeg jest kontaktomorficzny z (−M,ξ), dla dodatniej zwartej trójwymiarowej rozmaitości kontaktowej (M,ξ). Główny wynik mówi, że każda dodatnia, zamknięta trójwymiarowa rozmaitość kontaktowa dopuszcza nieskończenie wiele wklęsłych wypełnień holomorficznych.\nW tym miejscu cała wcześniejsza architektura staje się czytelna. Po stronie pseudowypukłej wypełnialność jest restrykcyjna. Po stronie pseudowklęsłej mamy uniwersalną realizowalność. Nie przez anarchię, lecz przez konstrukcję: holomorficzne doklejanie dwurączki, transwersalne okręgi doklejające, kontaktowe chirurgie Dehna (+1) i (−1), a następnie twierdzenie Dinga i Geigesa, zgodnie z którym dowolne dwie dodatnie rozmaitości kontaktowe można połączyć ciągiem takich chirurgii. Widzimy główną myśl całego materiału: odwrócenie brzegu zmienia strukturę możliwości. Pseudowypukłość selekcjonuje. Pseudowklęsłość realizuje. Steinowskość dyscyplinuje. Wklęsłe wypełnienie holomorficzne otwiera elastyczność. Kählerowskość harmonizuje strukturę zespoloną, metryczną i symplektyczną. Nie-kählerowskość pokazuje, że taka harmonia nie jest warunkiem istnienia bogatej geometrii zespolonej. Rozwłóknienia Lefschetza uczą, że degeneracja może być narzędziem klasyfikacji. Konstrukcje na R4 pokazują, że prosta topologia może skrywać nieprzeliczalną różnorodność analityczną.\nsynteza ma także wymiar filozofii matematyki. Nie chodzi o to, by przeciwstawić \"regularne\" i \"nieregularne\" jak dobro i zło. To byłby infantylny moralizm geometryczny, a matematyka ma już wystarczająco dużo trudności bez dopisywania jej katechizmu.\nChodzi raczej o zrozumienie dwóch trybów organizacji. Tryb kählerowsko-Steinowski jest trybem maksymalnej zgodności: funkcje, metryka, forma symplektyczna, potencjał plurisubharmoniczny i brzeg kontaktowy układają się w silny reżim. Tryb nie-kählerowsko-pseudowklęsły jest trybem strukturalnej nadwyżki: przestrzenie i brzegi istnieją poza tym reżimem, ale nie poza geometrią. Są mniej posłuszne, nie mniej rzeczywiste.\nksiążka Kasuyi wpisuje się w większy ruch współczesnej matematyki: odejście od badania wyłącznie obiektów najbardziej regularnych ku badaniu obiektów granicznych, elastycznych, otwartych, nieklasycznych. Matematyka dojrzała wie, że centrum teorii często najlepiej rozumie się przez jej wyjątki. Rozmaitości nie-kählerowskie mówią nam, czym naprawdę jest kählerowskość, bo pokazują, czego jej brakuje i co dzięki niej jest możliwe. Silnie pseudowklęsłe powierzchnie mówią nam, czym naprawdę jest pseudowypukłość, bo pokazują, jak radykalnie zmienia się świat po odwróceniu strony brzegu. Geometria kontaktowa mówi nam, czym jest brzeg, bo odbiera mu status biernej granicy i przyznaje mu własną strukturę. Ważne jest także to, że cała teoria stale przekracza granice dyscyplinarne wewnątrz samej matematyki.\nAnaliza zespolona dostarcza funkcji holomorficznych, plurisubharmoniczności, pseudowypukłości i przestrzeni Steina. Topologia różniczkowa dostarcza rozwłóknień Lefschetza, rączek, chirurgii, monodromii i szczególnej wrażliwości wymiaru cztery. Geometria kontaktowa dostarcza języka brzegu: struktur kontaktowych, węzłów Legendre'a i transwersalnych, otwartych ksiąg, napiętości i przekręcenia. Geometria symplektyczna dostarcza pośredniego tła form zamkniętych i wypełnialności. Żaden z tych języków sam nie wystarcza. Dopiero ich splot tworzy właściwy obraz. To jest naukowo bardzo ważne. Wąska specjalizacja daje precyzję, ale czasem traci fenomen. Interdyscyplinarność bez rygoru daje zaś mgłę, w której wszystko \"łączy się ze wszystkim\", czyli zwykle nic nie wynika z niczego.\nKasuya pokazuje trzecią drogę: precyzyjne przejścia między językami. Nie mówi ogólnie, że topologia i analiza są powiązane. Pokazuje konkretne operacje: rozwłóknienia Lefschetza jako odpowiednik powierzchni eliptycznych; Matsumoto-Fukaya jako szkielet dla konstrukcji na R4; chirurgię kontaktową jako język transformacji brzegów; holomorficzne doklejanie rączki jako realizację kontaktowych operacji przez powierzchnie pseudowklęsłe.\ncałość ma również walor dydaktyczny. Uczy, że definicje nie są etykietami, lecz narzędziami przejścia. \"Kählerowski\" nie znaczy po prostu \"ładny\". \"Nie-kählerowski\" nie znaczy \"wadliwy\". \"Pseudowypukły\" nie znaczy \"trochę wypukły\". \"Pseudowklęsły\" nie znaczy \"odwrócony i mniej ważny\". \"Kontaktowy\" nie znaczy \"na brzegu, więc dodatkowy\".",
      "char_start": 88962,
      "section_id": "sec-25",
      "hidden_question": "Jaka jest różnica w możliwościach realizowalności wypełnień holomorficznych między obszarem pseudowypukłym a pseudowklęsłym i jakie znaczenie ma to dla całej teorii?",
      "estimated_length": 4612
    },
    {
      "h2": "Nie-kählerowskość jako pozytywna treść geometryczna",
      "index": 25,
      "char_end": 98742,
      "position": 26,
      "full_text": "Każde z tych pojęć ma funkcję w większej maszynie teoretycznej. Definicje są tu jak części silnika: można je wypolerować, ale ważniejsze jest, czy przenoszą ruch. Największa lekcja płynie z relacji między ograniczeniem i możliwością. W matematyce ograniczenia nie są przeszkodą dla twórczości. Są warunkiem jej sensu. Kählerowskość ogranicza, ale dzięki temu daje mocne twierdzenia. Steinowskość ogranicza, ale dzięki temu pozwala na zanurzenia, funkcje wyczerpujące i kontrolę holomorficzną. Pseudowypukłość ogranicza, ale dzięki temu mówi, kiedy brzeg może być granicą domeny holomorficzności. Pseudowklęsłość jest elastyczna, ale jej elastyczność jest wartościowa właśnie dlatego, że została uchwycona przez rygor konstrukcji. To nie jest swoboda dowolności. To swoboda udowodniona.\ntwierdzenie o nieskończonej liczbie wklęsłych wypełnień holomorficznych dla każdej dodatniej zamkniętej trójwymiarowej rozmaitości kontaktowej nie jest tylko \"dużym wynikiem\".\nJest zmianą perspektywy. Pokazuje, że po jednej stronie brzegu świat może być selektywny, po drugiej uniwersalny. Pokazuje, że ta sama struktura kontaktowa może być czytana przez różne typy wnętrza. Pokazuje, że brzeg nie ma jednej ontologii. Jest zależny od strony, z której do niego podchodzimy. Jeśli brzmi to filozoficznie, to dobrze; jeśli brzmi zbyt filozoficznie, tym lepiej wrócić do doklejania rączek, bo ono nie pozwala odlecieć za wysoko. Nie-kählerowskość jako metoda widzenia: matematyka poza kultem idealnej regularności\nNa końcu drogi trzeba powrócić do punktu wyjścia, ale już z inną świadomością. Tematem nie były po prostu \"nie-kählerowskie powierzchnie zespolone\" oraz \"silnie pseudowklęsłe powierzchnie\". Taki opis byłby formalnie poprawny, lecz intelektualnie za mały. W rzeczywistości chodzi o znacznie głębszą sprawę: o to, jak matematyka rozpoznaje struktury, które nie mieszczą się w najbardziej klasycznym, najwygodniejszym i najlepiej opracowanym modelu regularności, a mimo to nie są anomalią. Są pełnoprawnym obszarem poznania. Nie-kählerowskość i pseudowklęsłość nie są tu marginesami teorii. Są narzędziami odsłaniania tego, czego nie widać z centrum.\nKählerowskość przez długi czas stanowiła jeden z najbardziej uprzywilejowanych języków geometrii zespolonej. Nic dziwnego. Rozmaitości Kählera łączą strukturę zespoloną, metrykę hermitowską i formę symplektyczną w układ wyjątkowo harmonijny. W tym świecie wiele rzeczy działa zgodnie: topologia wspiera analizę, analiza wspiera geometrię, a geometria pozwala budować mocne twierdzenia klasyfikacyjne. Taki świat jest pociągający, bo daje poczucie, że matematyczna rzeczywistość ma strukturę dobrze zarządzanej republiki: prawo jest spójne, instytucje współpracują, a każdy niezmiennik wie, do którego okienka ma podejść. Problem zaczyna się wtedy, gdy tę republikę uzna się za cały kontynent. Nie-kählerowskie powierzchnie zespolone pokazują, że poza tą republiką istnieją struktury, których nie wolno redukować do braku. Powierzchnie Hopfa, Kodairy, Inoue i Inoue-Hirzebrucha nie są jedynie \"nie-Kählerami\", tak jak człowiek nie jest \"nie-urzędnikiem\", a kot nie jest \"nie-psem\", choć wiele instytucji z pewnością próbowałoby tak zacząć klasyfikację. Materiał źródłowy wskazuje, że powierzchnie Hopfa należą do klasy VII, mają b1=1 i uniwersalne nakrycie C2∖{0}; powierzchnie Kodairy mogą być pierwotne albo wtórne i stanowią klasyczne przykłady rozmaitości zespolonych oraz symplektycznych niedopuszczających metryki Kählera; powierzchnie Inoue wyróżniają się brakiem zwartych krzywych zespolonych, a Inoue-Hirzebrucha zawierają specyficzne cykle krzywych wymiernych.\nKażda z tych rodzin ma własną pozytywną treść geometryczną.\nTo właśnie należy mocno podkreślić: nie-kählerowskość nie jest pustą negacją. Jest informacją o sposobie, w jaki struktura zespolona nie daje się zsynchronizować z zamkniętą formą Kählera. Czasem przeszkoda jest topologiczna, jak nieparzystość pierwszej liczby Bettiego w przypadku zwartych powierzchni zespolonych. Czasem jest bardziej subtelna, jak obecność zwartej krzywej zespolonej reprezentującej trywialną klasę homologii w rozmaitości otwartej. W obu przypadkach nie-kählerowskość mówi: tutaj harmonia trzech porządków nie zachodzi, ale sama struktura nie znika. Zaczyna mówić innym językiem.\nTen inny język jest szczególnie wyraźny w konstrukcji nie-kählerowskich struktur zespolonych na R4\nTrudno o przestrzeń bardziej symbolicznie \"prostą\" niż euklidesowe R4. dzięki konstrukcji Di Scali, Kasuyi i Zuddasa okazuje się, że można na niej zbudować nieprzeliczalnie wiele parami nie-biholomorficznych nie-kählerowskich struktur zespolonych. Konstrukcja wykorzystuje szkielet rozwłóknienia Matsumoto-Fukayi, model osobliwego włókna eliptycznego typu I1, holomorficzny pierścień i dysk, prowadząc do powierzchni E(ρ1,ρ2), dyfeomorficznej z R4, ale analitycznie bogatej i nie-kählerowskiej. To jest jeden z najważniejszych momentów całej opowieści. Topologiczna prostota nie rozstrzyga o analitycznej jednoznaczności. Można mieć przestrzeń dyfeomorficzną z R4, a mimo to obdarzoną strukturą zespoloną tak różną od standardowego C2, że nie da się jej sprowadzić do kählerowskiego porządku.",
      "char_start": 93575,
      "section_id": "sec-26",
      "hidden_question": "Czy brak struktury kählerowskiej w geometrii zespolonej oznacza jedynie chaos i brak regularności?",
      "estimated_length": 5167
    },
    {
      "h2": "Pseudowklęsłość jako obszar radykalnej elastyczności strukturalnej",
      "index": 26,
      "char_end": 102036,
      "position": 27,
      "full_text": "To uczy pokory wobec pojęcia \"standardowości\". W matematyce standard jest często tylko jednym z wielu możliwych porządków, tyle że najlepiej oswojonym. Gdy pojawia się konstrukcja niestandardowa, nie należy pytać wyłącznie, dlaczego odbiega od wzorca. Trzeba zapytać, co wzorzec dotąd zasłaniał. Rozwłóknienia Lefschetza pełnią w tym procesie rolę mechanizmu translacyjnego.\nPozwalają przejść od geometrii zespolonej do topologii różniczkowej i z powrotem. Ich lokalne osobliwości, cykle znikające i monodromie w postaci obrotów Dehna pokazują, że degeneracja może być nośnikiem struktury. To bardzo ważne, bo klasyczny język regularności często traktuje osobliwość jako problem do usunięcia.\nTymczasem w topologii czterowymiarowej i geometrii zespolonej osobliwość bywa źródłem informacji. Nie jest tylko awarią; jest skondensowaną wiadomością o globalnym układzie. Ta sama zasada działa w teorii brzegów. Brzeg nie jest dodatkiem do wnętrza. W rozmaitościach silnie pseudowypukłych i pseudowklęsłych brzeg przechowuje strukturę kontaktową. Zespolone styczności brzegu tworzą pole płaszczyzn, które w wymiarze trzecim staje się autonomicznym obiektem geometrii kontaktowej. Tu znowu klasyczna intuicja zostaje przesunięta. Brzeg nie jest po prostu granicą, na której kończy się rozmaitość. Jest miejscem, w którym wnętrze przekazuje informację do innego języka matematycznego. Geometria kontaktowa dobrze pokazuje, że to, co lokalnie jednolite, globalnie może być niezwykle zróżnicowane. Twierdzenie Darboux mówi, że lokalnie wszystkie struktury kontaktowe wyglądają tak samo; twierdzenie Graya mówi o stabilności deformacji na rozmaitościach zwartych. A mimo to globalna teoria struktur kontaktowych jest bogata: mamy węzły Legendre'a i transwersalne, struktury napięte i przekręcone, rozkłady na otwarte księgi, teorię powierzchni wypukłych, zbiory dzielące, chirurgie kontaktowe Dehna.\nTo kolejna lekcja przeciwko naiwnej lokalności. Jeżeli wszystko lokalnie wygląda tak samo, różnica musi mieszkać w sposobie globalnego sklejenia. Jak wiadomo nie tylko matematykom, jest zwykle miejscem, gdzie zaczyna się prawdziwa polityka struktury. Najbardziej spektakularny rezultat pojawia się po stronie pseudowklęsłej. Kasuya i Zuddas pokazują, że każda dodatnia, zamknięta trójwymiarowa rozmaitość kontaktowa dopuszcza nieskończenie wiele wklęsłych wypełnień holomorficznych. To twierdzenie jest lustrzanym kontrapunktem wobec restrykcyjności wypełnień pseudowypukłych i Steinowskich. W świecie pseudowypukłym nie każdy brzeg może zostać wypełniony. W świecie pseudowklęsłym każdy dodatni kontaktowy brzeg może zostać zrealizowany, i to na nieskończenie wiele sposobów. Odwrócenie strony brzegu zmienia więc nie tylko znak, ale cały ustrój problemu. Mechanizm twierdzenia jest równie istotny jak samo twierdzenie.\nKasuya i Zuddas opracowują metodę holomorficznego doklejania dwurączki do silnie pseudowklęsłego brzegu. Konstrukcja przypomina klasyczne handle attaching Eliashberga dla rozmaitości Steina, ale różni się w miejscu decydującym: u Eliashberga wypukła rączka z całkowicie rzeczywistym dyskiem jako rdzeniem doklejana jest wzdłuż węzła Legendre'a, natomiast u Kasuyi i Zuddasa wklęsła rączka holomorficzna ma holomorficzny dysk jako rdzeń i jest doklejana wzdłuż węzła transwersalnego.",
      "char_start": 98743,
      "section_id": "sec-27",
      "hidden_question": "W jaki sposób zmiana orientacji brzegu z pseudowypukłego na pseudowklęsły wpływa na możliwość istnienia wypełnień holomorficznych?",
      "estimated_length": 3293
    },
    {
      "h2": "Logika realizacji kontra logika selekcji",
      "index": 27,
      "char_end": 105016,
      "position": 28,
      "full_text": "Ta różnica jest znakiem całego przejścia od sztywności do elastyczności. Dzięki transwersalnemu okręgowi doklejającemu konstrukcja realizuje obie kontaktowe chirurgie Dehna, (+1) i (−1). Następnie, dzięki twierdzeniu Dinga i Geigesa, zgodnie z którym każde dwie dodatnie rozmaitości kontaktowe można połączyć ciągiem takich chirurgii, uzyskuje się wypełnienie dla dowolnej zadanej struktury kontaktowej. Ta argumentacja jest modelowym przykładem nowoczesnego myślenia matematycznego: wynik globalny powstaje z precyzyjnego zestawienia lokalnej konstrukcji, operacji topologicznej i twierdzenia klasyfikacyjno-transformacyjnego. Silna pseudowklęsłość pokazuje, że brzeg może być nie tylko ograniczeniem, lecz także generatorem. W pseudowypukłości brzeg testuje, czy wnętrze może być Steinowskie lub holomorficznie wypukłe. W pseudowklęsłości brzeg staje się punktem wyjścia do konstrukcji wnętrza. Ta różnica ma znaczenie wykraczające poza samą terminologię. W jednym przypadku mamy logikę selekcji: tylko niektóre struktury kontaktowe spełniają warunki wypełnialności. W drugim mamy logikę realizacji: każda dodatnia zamknięta struktura kontaktowa może być brzegiem wklęsłej powierzchni holomorficznej. To dwa różne style geometrii.\nJednocześnie Kasuya nie pozwala zamienić elastyczności w banalny triumf. Ostatnim poziomem analizy jest pytanie o kählerowskość wypełnień wklęsłych. Materiał źródłowy wskazuje, że wklęsłe wypełnienia holomorficzne można skonstruować tak, aby były kählerowskie lub nie-kählerowskie. Co więcej, jeśli wyjściowa powierzchnia jest kählerowska i ma silnie pseudowklęsły brzeg, to formę Kählera można gładko przedłużyć na doklejoną wklęsłą rączkę holomorficzną, o ile rączka jest doklejana odpowiednio blisko granicy. To znaczy, że elastyczność pseudowklęsłej konstrukcji nie musi niszczyć kählerowskiej struktury.\nAle nie oznacza też automatycznego powrotu do świata Steina. Dlatego tak ważny jest problem otwarty: czy z faktu dopuszczania wklęsłego wypełnienia Kählera wynika wypełnialność w sensie Steina? To pytanie jest bardzo dobrze postawione, bo dotyka przecięcia trzech porządków: kählerowskiej dyscypliny, pseudowklęsłej elastyczności i Steinowskiej wypełnialności. Gdyby odpowiedź była twierdząca, oznaczałoby to, że kählerowskość po stronie wklęsłej niesie ukrytą informację o możliwości wypukłego wypełnienia. Gdyby była negatywna, jeszcze mocniej rozdzieliłaby dwa światy brzegowej geometrii. Sam fakt, że problem pozostaje otwarty, pokazuje, że teoria nie została wyczerpana przez twierdzenie o elastyczności. Na tym polega naukowa uczciwość tej opowieści. Nie wszystko zostaje domknięte. Niektóre przejścia są udowodnione, inne pozostają pytaniami. Dobry artykuł naukowy nie powinien udawać, że mapa jest pełna, kiedy na jej brzegu widać jeszcze białe plamy. Właśnie te białe plamy są często najciekawsze. Problem wklęsłych wypełnień Kählera i Steinowskiej wypełnialności nie jest luką w narracji. Jest zaproszeniem do dalszego badania.",
      "char_start": 102037,
      "section_id": "sec-28",
      "hidden_question": "Czym różni się podejście do brzegów w przypadku pseudowypukłości i pseudowklęsłości oraz jakie pytania pozostają otwarte w kontekście wypełnień Kählera?",
      "estimated_length": 2979
    },
    {
      "h2": "Geometria zespolona jako dynamiczne napięcie między rygorem a elastycznością",
      "index": 28,
      "char_end": 108328,
      "position": 29,
      "full_text": "Jeśli spróbować ująć znaczenie całego materiału jednym zdaniem, brzmiałoby ono tak: geometria zespolona nie jest teorią jednego ideału regularności, lecz teorią wielu sposobów organizowania struktury, z których kählerowskość i Steinowskość są szczególnie mocne, ale nie wyłączne. Nie-kählerowskie powierzchnie i silnie pseudowklęsłe brzegi pokazują, że poza klasycznym centrum istnieje obszar bogaty, konstrukcyjny i głęboko powiązany z topologią czterowymiarową oraz geometrią kontaktową.\nTo nie jest przypis do głównego tekstu. To rozdział, bez którego główny tekst staje się zbyt pewny siebie. Warto także zauważyć, że cała teoria uczy bardzo nowoczesnego rozumienia relacji między lokalnością i globalnością. Lokalnie struktury kontaktowe są standardowe, ale globalnie tworzą bogaty świat. Lokalnie osobliwości Lefschetza mają prosty model, ale globalnie ich monodromie klasyfikują rozwłóknienia. Lokalnie rozmaitość zespolona wygląda jak Cn, ale globalnie może być nie-kählerowska, Steinowska, pseudowypukła, pseudowklęsła, eliptyczna albo posiadać zaskakujące krzywe homologicznie trywialne. Matematyka ciągle powtarza tu jedną lekcję: lokalna poprawność nie gwarantuje globalnej prawdy. To lekcja o dużej sile także poza matematyką, choć nie trzeba jej tu zamieniać w publicystyczną metaforę na siłę. Wystarczy powiedzieć, że geometria zespolona pokazuje strukturalny sens granic, wyjątków i degeneracji. Granica może być nośnikiem informacji. Wyjątek może odsłaniać definicję centrum. Degeneracja może kodować zmianę globalną.\nElastyczność może być rygorystycznie skonstruowana. prostota topologiczna może skrywać wielość analityczną. To są zdania matematyczne, ale brzmią podejrzanie jak zasady dobrego myślenia w ogóle. Naohiko Kasuya, prowadząc czytelnika przez nie-kählerowskie powierzchnie zespolone i silnie pseudowklęsłe powierzchnie, nie tylko porządkuje specjalistyczny obszar. Pokazuje styl myślenia, w którym klasyczna teoria nie zostaje odrzucona, lecz przekroczona przez swoje granice.\nKlasyfikacja Kodairy pozostaje fundamentem. Przestrzenie Steina pozostają wzorem rygoru. Rozmaitości Kählera pozostają miejscem harmonii. Warto badać to, co nie-kählerowskie i pseudowklęsłe. Nie po to, aby zastąpić centrum marginesem, lecz aby centrum przestało mylić własną wygodę z pełnią rzeczywistości. To najważniejsza wartość całej rekonstrukcji. Matematyka nie rozwija się tylko przez pogłębianie tego, co już regularne. Rozwija się także przez odważne pytanie o obiekty, które klasyczny aparat opisuje z trudem. Nie-kählerowskie struktury na R4, achiralne rozwłóknienia Lefschetza, kontaktowe chirurgie Dehna, wklęsłe rączki holomorficzne i silnie pseudowklęsłe wypełnienia są przykładami takiego przesunięcia. Tam, gdzie dawna intuicja widziała peryferia, nowa teoria widzi laboratorium. W finale artykułu trzeba nie tylko podsumować pojęcia, lecz wskazać ich sens aksjologiczny dla nauki: wartość precyzji, wartość badania granic, wartość odróżniania defektu od alternatywnej struktury, wartość otwartych problemów i wartość konstrukcji, które poszerzają pole możliwego. Bo najlepsza matematyka nie mówi: \"świat jest prosty\". Mówi raczej, że \"świat jest bardziej uporządkowany, niż myślałeś, ale porządek nie zawsze ma kształt, którego oczekiwałeś\". Naohiko Kasuya \"Non-Kahler Complex Surfaces\"",
      "char_start": 105017,
      "section_id": "sec-29",
      "hidden_question": "Jakie jest ostateczne znaczenie badania struktur nie-kählerowskich i pseudowklęsłych dla rozumienia geometrii zespolonej?",
      "estimated_length": 3311
    }
  ],
  "dna_profile": {
    "ton": "poważny",
    "rytm": "zmienny",
    "dystans": "zaangażowany",
    "zlozonosc": "wielowarstwowy",
    "statystyki": {
      "pct_dlugich": 11,
      "pct_krotkich": 30,
      "srednia_dlugosc_zdania": 14
    },
    "mapa_metafor": [
      {
        "typ": "centralny",
        "nazwa": "Instytucja / Administracja",
        "wystapien": 7
      },
      {
        "typ": "centralny",
        "nazwa": "Architektura / Budownictwo (mosty, szkielety, fundamenty)",
        "wystapien": 6
      },
      {
        "typ": "centralny",
        "nazwa": "Język / Komunikacja (dialog, alfabet, cisza)",
        "wystapien": 5
      },
      {
        "typ": "jednorazowy",
        "nazwa": "Teatr / Scena",
        "wystapien": 3
      },
      {
        "typ": "centralny",
        "nazwa": "Medycyna / Anatomia (diagnoza, chirurgia)",
        "wystapien": 4
      },
      {
        "typ": "centralny",
        "nazwa": "Polityka / Prawo (konstytucja, kodeks, republika)",
        "wystapien": 5
      }
    ],
    "ai_skazenia_wykryte": [
      {
        "fraza": "To przesunięcie perspektywy jest fundamentalne",
        "lokalizacja": "sekcja 5"
      },
      {
        "fraza": "topologicznie fundamentalna i pozornie prosta",
        "lokalizacja": "sekcja 7"
      },
      {
        "fraza": "Warto zatrzymać się nad tym dłużej, ponieważ tu zaczyna się intelektualna prowokacja całej książki",
        "lokalizacja": "sekcja 7"
      },
      {
        "fraza": "Warto zrozumieć, dlaczego ta sprawa nie jest jedynie subtelnością techniczną.",
        "lokalizacja": "sekcja 9"
      },
      {
        "fraza": "Mówiąc bardziej obrazowo:",
        "lokalizacja": "sekcja 10"
      },
      {
        "fraza": "To zdanie jest techniczne, ale jego sens można ująć prościej:",
        "lokalizacja": "sekcja 10"
      },
      {
        "fraza": "Warto w tym miejscu odnotować ważną różnicę",
        "lokalizacja": "sekcja 11"
      },
      {
        "fraza": "fundamentalnych faktów",
        "lokalizacja": "sekcja 14"
      },
      {
        "fraza": "w pewnym sensie",
        "lokalizacja": "sekcja 15"
      },
      {
        "fraza": "fundamentalną zmianą",
        "lokalizacja": "sekcja 18"
      },
      {
        "fraza": "Warto to rozłożyć na prostsze kroki",
        "lokalizacja": "sekcja 20"
      },
      {
        "fraza": "W szerszym kontekście książki",
        "lokalizacja": "sekcja 21"
      },
      {
        "fraza": "To zmiana nie tylko techniczna, ale także metodologiczna",
        "lokalizacja": "sekcja 21"
      },
      {
        "fraza": "To jest naukowo bardzo ważne.",
        "lokalizacja": "sekcja 25"
      },
      {
        "fraza": "modelowym przykładem nowoczesnego myślenia matematycznego",
        "lokalizacja": "sekcja 28"
      },
      {
        "fraza": "Warto także zauważyć",
        "lokalizacja": "sekcja 29"
      }
    ],
    "charakterystyczne_zwroty": [
      "analitycznego salonu",
      "Gładkość jest dopiero grzecznym początkiem rozmowy",
      "lokalna zgodność lubi zamieniać się w globalny konflikt",
      "niekiedy topologia umie podsłuchać geometrię",
      "matematyka byłaby tylko księgowością definicji",
      "znajduje miejsce, w którym dwa warunki nie mogą jednocześnie oddychać",
      "nie-kählerowską alternatywę",
      "nie jest jednak jednorodnym brakiem",
      "nie jest jednolitą kategorią egzystencjalną",
      "laboratorium oporu wobec nadmiernej harmonizacji",
      "zmiana lokalnej anatomii przestrzeni",
      "Przestrzeń uboga zmusza nas do słuchania ciszy",
      "raport z pogranicza",
      "Matematyka, która nie wychodzi z salonu, prędzej czy później zaczyna mylić parkiet z kosmosem",
      "najbardziej pracowitych obiektów matematyki",
      "degeneracja jest momentem objawienia",
      "ikonografię egzystencjalną",
      "humanista oczywiście musi mocno trzymać się krzesła, żeby nie zacząć widzieć w niej zodiaku, apostołów i kompletu filiżanek w serwisie po babci",
      "redukcji bogactwa geometrycznego do zestawu twardych niezmienników topologicznych",
      "amatorom zaś od razu wywraca stolik, żeby nie tracili czasu na złudzenia",
      "operacja chirurgiczno-analityczna",
      "matematycznej lekcji przeciwko powierzchownemu realizmowi",
      "powinno działać jak zimny prysznic",
      "R4 nie jest tu nudną sceną, na której można odegrać tylko jedną sztukę",
      "naiwnego antykählerowskiego triumfalizmu",
      "akademicką wersją snobizmu na brzydkie buty",
      "nie jest odpadem teorii. Jest jej laboratorium.",
      "Są administracją centralną geometrii",
      "nie są w niej rzadkim luksusem",
      "Wypukłość zostaje więc zapisana w analizie, a analiza zaczyna determinować geometrię",
      "państwem prawa funkcji holomorficznych",
      "nie są gładkimi salonami",
      "procedura instytucjonalnej konsolidacji",
      "Nie zamiata się komplikacji pod dywan",
      "centralny punkt dramaturgii książki Kasuyi",
      "Matematyka też zna kontrolę jakości, tylko nie musi przy tym drukować formularzy w trzech egzemplarzach",
      "Są raczej dwoma ustrojami geometrii",
      "bez ryzyka konfiskaty kredy",
      "nie jest opakowaniem po geometrii, które można wyrzucić po otwarciu pudełka",
      "geometrią permanentnego skręcenia",
      "uniemożliwia spokojne położenie się przestrzeni w płaskich kartkach",
      "Brzeg nie jest więc końcem zdania. Jest przejściem do innej gramatyki",
      "ruch nie zawsze oznacza postęp",
      "porządek rygoru i porządek elastyczności",
      "jak gdyby próbował poruszać się wewnątrz samego systemu ograniczeń",
      "lokalną sztuczką",
      "Geometria zamienia się w semiotykę skręcenia",
      "Brzeg kontaktowy i wnętrze holomorficzne zaczynają mówić wspólnym językiem",
      "Nie jest to jednak język rygoru Steina, lecz język elastycznej realizowalności",
      "Pseudowypukłość jest selektywna, pseudowklęsłość - w tym zakresie - uniwersalizująca",
      "zaproszenie do pojedynku między wolnością konstrukcji a dyscypliną formy zamkniętej",
      "Matematyka bywa tu mniej demokratyczna niż regulamin konkursu grantowego",
      "W matematyce orientacja nie jest dekoracją",
      "konstrukcyjną drogę do dowolnego brzegu kontaktowego",
      "wyciągniętym z mgły",
      "odpowiednikiem warsztatu",
      "zmianą konstytucji brzegu",
      "doklejania wklęsłej rączki",
      "matematyka odsłania swój najlepszy temperament",
      "rehabilituje brzeg jako przestrzeń możliwości",
      "margines bywa miejscem, z którego najlepiej widać środek",
      "Brzeg okazuje się bardziej twórczy niż jego funkcja ograniczająca",
      "kiedy porządek jest sztywnością, kiedy elastyczność jest chaosem",
      "robi robotę szybciej niż komisja ekspercka z podkomisją do spraw definicji",
      "problem nauczył się lepiej ukrywać",
      "Obrót Dehna staje się literą w alfabecie przejść",
      "uboga tylko dla tego, kto nie umie pisać",
      "Jest śladem rygoru wnętrza",
      "To nie jest wymiana słownika. To przejście z jednej logiki brzegu do drugiej",
      "infantylny moralizm geometryczny",
      "trybem strukturalnej nadwyżki",
      "odwrócenie brzegu zmienia strukturę możliwości",
      "To nie jest swoboda dowolności. To swoboda udowodniona.",
      "tym lepiej wrócić do doklejania rączek, bo ono nie pozwala odlecieć za wysoko",
      "matematyczna rzeczywistość ma strukturę dobrze zarządzanej republiki: prawo jest spójne, instytucje współpracują, a każdy niezmiennik wie, do którego okienka ma podejść",
      "prawdziwa polityka struktury",
      "cały ustrój problemu",
      "lekcja przeciwko naiwnej lokalności",
      "To dwa różne style geometrii",
      "mapa jest pełna, kiedy na jej brzegu widać jeszcze białe plamy",
      "centrum przestało mylić własną wygodę z pełnią rzeczywistości",
      "lokalna poprawność nie gwarantuje globalnej prawdy",
      "dawna intuicja widziała peryferia, nowa teoria widzi laboratorium"
    ],
    "charakterystyka_argumentu": "Autor stosuje metodę dialektycznego zestawienia rygoru klasycznych modeli regularności, takich jak rozmaitości Kählera i przestrzenie Steina, z elastycznością struktur nie-kählerowskich oraz pseudowklęsłych. Argumentacja opiera się na przejściu od statycznej klasyfikacji obiektów do dynamicznych procedur konstrukcyjnych, w których analiza zespolona zostaje zintegrowana z topologią czterowymiarową i geometrią kontaktową w celu wykazania, że brak standardowej harmonii nie oznacza braku struktury, lecz otwiera nowe możliwości realizacyjne."
  },
  "global_structure": {
    "sekcje": [
      {
        "h2": "Napięcie między lokalną gładkością a globalnym rygorem",
        "cel": "Wprowadzenie do fundamentalnego konfliktu geometrii zespolonej między lokalną strukturą holomorficzną a globalnymi ograniczeniami, co stanowi punkt wyjścia do analizy struktur nie-kählerowskich.",
        "position": 1,
        "cleanup_focus": "Wyeliminuj metafory polityczne i instytucjonalne na rzecz precyzyjniejszego opisu matematycznego napięcia między strukturą lokalną a globalną.",
        "hidden_question": "Czym różni się geometria zespolona od zwykłej gładkości topologicznej i gdzie leży główny problem badawczy tej dziedziny?",
        "kluczowe_motywy": [
          "funkcje holomorficzne",
          "lokalność vs globalność",
          "rozmaitości Steina",
          "struktury nie-kählerowskie",
          "silna pseudowklęsłość"
        ]
      },
      {
        "h2": "Rozmaitości Kählera jako model harmonii i granice topologicznej kontroli",
        "cel": "Ustanowienie punktu odniesienia w postaci kählerowskiej regularności, aby następnie móc wykazać istnienie struktur nie-kählerowskich i ich specyficzną naturę.",
        "position": 2,
        "cleanup_focus": "Ujednolicenie przejść między opisem technicznym (twierdzenie Kodairy, wymiar algebraiczny) a metaforami filozoficznymi (instytucja nieprodukująca dokumentów), aby zachować spójność tonu.",
        "hidden_question": "Czym są rozmaitości Kählera i w jaki sposób można odróżnić je od struktur nie-kählerowskich?",
        "kluczowe_motywy": [
          "rozmaitości Kählera",
          "liczby Bettiego",
          "wymiar algebraiczny",
          "powierzchnie zespolone",
          "nie-kählerowskość"
        ]
      },
      {
        "h2": "Nie-kählerowska alternatywa w klasyfikacji Kodairy",
        "cel": "Wprowadzenie konkretnych przykładów struktur nie-kählerowskich, aby przejść od teoretycznej harmonii kählerowskiej do analizy różnorodności i logiki obiektów nieregularnych.",
        "position": 3,
        "cleanup_focus": "Wygładzenie metafory dotyczącej bezrobocia i aplikacji, aby nie zaburzała rygoru matematycznego wywodu.",
        "hidden_question": "Jakie konkretne typy powierzchni zespolonych nie dopuszczają metryki Kählera?",
        "kluczowe_motywy": [
          "klasyfikacja Kodairy",
          "powierzchnie klasy VI i VII",
          "nie-kählerowskość",
          "powierzchnie Hopfa, Kodairy i Inoue"
        ]
      },
      {
        "h2": "Nie-kählerowskość jako struktura i aparat narzędziowy geometrii zespolonej",
        "cel": "Przejście od teoretycznego rozróżnienia między modelami kählerowskimi a nie-kählerowskimi do przedstawienia konkretnego instrumentarium matematycznego, które pozwala badać te przestrzenie bez polegania na klasycznej harmonii.",
        "position": 4,
        "cleanup_focus": "Należy wygładzić przejścia między opisami narzędzi matematycznych a analogiami z nauk społecznych i instytucjonalnych, aby nie rozpraszały one technicznego ciągu argumentacji.",
        "hidden_question": "Czy brak kählerowskiej regularności oznacza chaos i jakimi konkretnymi narzędziami bada się struktury w geometrii zespolonej?",
        "kluczowe_motywy": [
          "nie-kählerowskość",
          "rozdmuchanie",
          "powierzchnie minimalne",
          "dywizory i wiązki liniowe",
          "teoria snopów i kohomologie",
          "klasy Cherna"
        ]
      },
      {
        "h2": "Napięcie między rygorem kählerowskim a elastycznością struktur",
        "cel": "Sekcja stanowi punkt zwrotny w narracji, przechodząc od opisu statycznych modeli regularności ku dynamicznej analizie degeneracji i struktur nie-kählerowskich.",
        "position": 5,
        "cleanup_focus": "Należy usunąć kolokwialne wstawki o 'salonach' i 'parkiecie' oraz uporządkować powtórzenia dotyczące definicji powierzchni eliptycznych.",
        "hidden_question": "Jaka jest relacja między klasycznymi modelami geometrii zespolonej a strukturami nie-kählerowskimi i jak przejść od jednego do drugiego?",
        "kluczowe_motywy": [
          "napięcie między dyscypliną a elastycznością",
          "powierzchnie nie-kählerowskie",
          "powierzchnie eliptyczne",
          "rozwłóknienia Lefschetza",
          "mechanizmy degeneracji"
        ]
      },
      {
        "h2": "Degeneracja jako moment objawienia struktury",
        "cel": "Przejście od statycznej regularności do analizy osobliwości, pokazując, że kontrolowana degeneracja (np. w rozwłóknieniach Lefschetza) dostarcza kluczowych danych o globalnej topologii.",
        "position": 6,
        "cleanup_focus": "Ujednolicenie terminologii dotyczącej obrotu Dehna i monodromii, aby przejście od lokalnej osobliwości do globalnego sklejenia było w pełni klarowne.",
        "hidden_question": "Dlaczego w geometrii zespolonej degeneracja włókna nie jest traktowana jako błąd lub chaos, lecz jako źródło informacji o strukturze?",
        "kluczowe_motywy": [
          "degeneracja włókna",
          "włókno Milnora",
          "rozwłóknienia Lefschetza",
          "cykl znikający",
          "monodromia"
        ]
      },
      {
        "h2": "Achiralność i topologiczne fundamenty struktur nie-kählerowskich",
        "cel": "Przejście od klasycznej harmonii kählerowskiej do elastyczności struktur nie-kählerowskich poprzez wprowadzenie rozwłóknień achiralnych i specyfiki wymiaru czwartego.",
        "position": 7,
        "cleanup_focus": "Uporządkować przejście między teoretycznym opisem rozwłóknień a technicznym wywodem o wymiarach $\\mathbb{R}^{2n}$, aby uniknąć wrażenia zbyt gwałtownego skoku w argumentacji.",
        "hidden_question": "W jaki sposób topologiczne konstrukcje achiralne pozwalają na budowę struktur nie-kählerowskich na przestrzeni $\\mathbb{R}^4$?",
        "kluczowe_motywy": [
          "rozwłóknienia achiralne",
          "konstrukcja Matsumoto-Fukayi",
          "nie-kählerowskość",
          "przestrzeń $\\mathbb{R}^4$",
          "charakterystyka Eulera"
        ]
      },
      {
        "h2": "Nieprzeliczalna różnorodność nie-kählerowskich struktur na rozmaitościach czterowymiarowych",
        "cel": "Przejście od analizy konkretnego modelu E(ρ1,ρ2) do ogólnego dowodu powszechności struktur nie-kählerowskich w otwartych światach czterowymiarowych.",
        "position": 8,
        "cleanup_focus": "Wygładzić metafory teatralne i 'zimny prysznic', aby zachować balans między rygorem matematycznym a narracyjną dynamiką.",
        "hidden_question": "Czy na przestrzeni R4 i innych rozmaitościach czterowymiarowych mogą istnieć różne, nie-kählerowskie struktury zespolone?",
        "kluczowe_motywy": [
          "holomorficzne rozwłóknienie",
          "struktury nie-biholomorficzne",
          "nie-kählerowskość",
          "twierdzenie Phillipsa o submersjach",
          "rozmaitości czterowymiarowe"
        ]
      },
      {
        "h2": "Nie-kählerowskość jako laboratorium elastyczności strukturalnej",
        "cel": "Sekcja stanowi pomost teoretyczny, który przesuwa punkt ciężkości z analizy konkretnych struktur (powierzchnie eliptyczne) ku ogólnemu napięciu między rygorem przestrzeni Steina a elastycznością struktur nie-kählerowskich.",
        "position": 9,
        "cleanup_focus": "Należy wyeliminować potoczne sformułowania (np. „snobizm na brzydkie buty”) oraz ujednolicić przejście między refleksją nad książką Kasuyi a technicznym opisem problemu Leviego.",
        "hidden_question": "Jaka jest rola struktur nie-kählerowskich w geometrii zespolonej i jak łączą się one z pojęciem pseudowypukłości?",
        "kluczowe_motywy": [
          "elastyczność strukturalna",
          "paradygmat nie-kählerowski",
          "pseudowypukłość",
          "problem Leviego",
          "domena holomorficzności"
        ]
      },
      {
        "h2": "Pseudowypukłość i rygor przestrzeni Steina",
        "cel": "Wprowadzenie klasycznych modeli regularności (przestrzenie Steina) i narzędzi analitycznych (funkcje plurisubharmoniczne), które stanowią punkt odniesienia dla późniejszego wykazania elastyczności struktur nie-kählerowskich.",
        "position": 10,
        "cleanup_focus": "Ujednolicenie zapisu matematycznego (np. C^N) i wygładzenie przejść między technicznymi definicjami a obrazowymi metaforami 'administracji centralnej'.",
        "hidden_question": "Czym jest pseudowypukłość w analizie zespolonej i jakie są cechy charakterystyczne rozmaitości Steina?",
        "kluczowe_motywy": [
          "pseudowypukłość",
          "funkcje plurisubharmoniczne",
          "rozmaitości Steina",
          "twierdzenie Grauerta",
          "zanurzenia holomorficzne"
        ]
      },
      {
        "h2": "Dyscyplina Steina i brzegowa natura pseudowypukłości",
        "cel": "Ustanowienie rygoru struktur Steinowskich oraz ich związku z silną pseudowypukłością, co stanowi punkt odniesienia dla późniejszego przejścia ku elastyczności struktur nie-kählerowskich.",
        "position": 11,
        "cleanup_focus": "Wygładzić przejście między metaforą 'państwa prawa' a technicznym opisem powłoki holomorficznie wypukłej, aby zachować spójność tonu.",
        "hidden_question": "Czym jest rygor przestrzeni Steina i jak silna pseudowypukłość brzegu wiąże się z globalną strukturą rozmaitości zespolonej?",
        "kluczowe_motywy": [
          "rozmaitości Steina",
          "silna pseudowypukłość",
          "wypukłość holomorficzna",
          "redukcja Remmerta",
          "przestrzenie z osobliwościami"
        ]
      },
      {
        "h2": "Rygor wypełnialności kontra elastyczność pseudowklęsłości",
        "cel": "Wprowadzenie kontrastu między restrykcyjną naturą przestrzeni Steina a nadchodzącą analizą silnej pseudowklęsłości poprzez mechanizm odwrócenia znaku.",
        "position": 12,
        "cleanup_focus": "Uporządkowanie przejścia od przykładu włókna Milnora do teoretycznego rozróżnienia między wypukłością a wklęsłością, aby uniknąć wrażenia zbyt gwałtownego skoku tematycznego.",
        "hidden_question": "Czym różni się rygor struktur Steinowskich od właściwości rozmaitości silnie pseudowklęsłych?",
        "kluczowe_motywy": [
          "włókno Milnora",
          "wypełnialność holomorficzna",
          "struktura CR",
          "silna pseudowypukłość",
          "silna pseudowklęsłość"
        ]
      },
      {
        "h2": "Elastyczność wypełnień wklęsłych i brzeg jako interfejs",
        "cel": "Sekcja stanowi punkt zwrotny w narracji, przechodząc od rygoru struktur Steinowskich do elastyczności struktur pseudowklęsłych i wprowadzając geometrię kontaktową jako niezbędne narzędzie analizy brzegu.",
        "position": 13,
        "cleanup_focus": "Należy usunąć kolokwializmy i dygresje (np. o 'konfiskacie kredy' i 'opakowaniu po geometrii'), aby ujednolicić ton z rygorem matematycznym reszty wywodu.",
        "hidden_question": "Czym różni się rola brzegu w przypadku rozmaitości pseudowypukłych od rozmaitości pseudowklęsłych i jakie narzędzia pozwalają to badać?",
        "kluczowe_motywy": [
          "pseudowklęsłość",
          "wypełnienia holomorficzne",
          "geometria kontaktowa",
          "brzeg jako interfejs",
          "struktura kontaktowa"
        ]
      },
      {
        "h2": "Geometria kontaktowa jako dynamika permanentnego skręcenia",
        "cel": "Wprowadzenie fundamentów geometrii kontaktowej i wykazanie, że jej istotne cechy mają charakter globalny, a nie lokalny.",
        "position": 14,
        "cleanup_focus": "Ujednolicenie przejść między opisem technicznym (formy, wymiary) a metaforami geometrycznymi (skręcenie, gramatyka brzegu).",
        "hidden_question": "Czym charakteryzuje się struktura kontaktowa i jakie są jej fundamentalne właściwości lokalne oraz globalne?",
        "kluczowe_motywy": [
          "niecałkowalność",
          "pole wektorowe Reeba",
          "twierdzenie Darboux",
          "twierdzenie Graya",
          "struktury kontaktowe"
        ]
      },
      {
        "h2": "Dychotomia napiętości i przekręcenia w strukturach kontaktowych",
        "cel": "Wprowadzenie kluczowego podziału na struktury napięte (sztywne) i przekręcone (elastyczne), co stanowi fundament dla późniejszego wykazania radykalnej elastyczności wypełnień holomorficznych.",
        "position": 15,
        "cleanup_focus": "Ujednolicenie terminologii dotyczącej węzłów i liczb niezmienników, aby przejście od definicji topologicznych do konstrukcji Kasuyi i Zuddasa było w pełni klarowne.",
        "hidden_question": "Czym różnią się struktury kontaktowe napięte od przekręconych i jakie ma to znaczenie dla geometrii?",
        "kluczowe_motywy": [
          "struktury napięte",
          "struktury przekręcone",
          "h-principle",
          "węzły Legendre'a",
          "węzły transwersalne"
        ]
      },
      {
        "h2": "Elastyczność struktur kontaktowych i uniwersalność wypełnień wklęsłych",
        "cel": "Przejście od technicznych narzędzi topologicznych (chirurgia, otwarte księgi) do wykazania radykalnej różnicy między restrykcyjnością wypełnień wypukłych a nieograniczoną realizowalnością wypełnień wklęsłych.",
        "position": 16,
        "cleanup_focus": "Uporządkowanie przejść między opisem narzędzi topologicznych (Giroux) a końcową konkluzją o twierdzeniu Kasuyi i Zuddasa, aby uniknąć wrażenia fragmentaryczności.",
        "hidden_question": "W jaki sposób narzędzia topologii kontaktowej prowadzą do wniosku, że każda dodatnia rozmaitość kontaktowa dopuszcza nieskończenie wiele wklęsłych wypełnień holomorficznych?",
        "kluczowe_motywy": [
          "chirurgia kontaktowa Dehna",
          "korespondencja Girouxa",
          "rozkłady na otwarte księgi",
          "powierzchnie wypukłe",
          "wypełnienia wklęsłe holomorficzne"
        ]
      },
      {
        "h2": "Pseudowklęsłość jako uniwersalny mechanizm realizowalności",
        "cel": "Wykazanie przejścia od rygoru struktur Steinowskich do radykalnej elastyczności wypełnień holomorficznych poprzez analizę konstrukcji Kasuyi i Zuddasa.",
        "position": 17,
        "cleanup_focus": "Ujednolicenie terminologii dotyczącej rączek (wklęsłe vs wypukłe) i precyzyjne rozdzielenie roli węzłów Legendre'a od transwersalnych.",
        "hidden_question": "W jaki sposób mechanizm doklejania rączek w obszarze pseudowklęsłym pozwala na realizację dowolnej dodatniej rozmaitości kontaktowej jako brzegu?",
        "kluczowe_motywy": [
          "holomorficzne doklejanie dwurączki",
          "węzeł transwersalny",
          "chirurgie Dehna",
          "pseudowklęsłość vs pseudowypukłość",
          "elastyczność strukturalna"
        ]
      },
      {
        "h2": "Silna pseudowklęsłość jako obszar uniwersalnej realizowalności wypełnień",
        "cel": "Przejście od rygoru struktur Steinowskich do wykazania radykalnej elastyczności konstrukcyjnej w obszarze silnej pseudowklęsłości.",
        "position": 18,
        "cleanup_focus": "Uprościć techniczny opis różnic między rączką Eliashberga a Kasuyi-Zuddasa, aby nie przyćmił on głównej tezy o elastyczności.",
        "hidden_question": "Czym różni się silna pseudowklęsłość od pseudowypukłości i dlaczego pozwala na istnienie nieskończenie wielu wypełnień holomorficznych dla dowolnej rozmaitości kontaktowej?",
        "kluczowe_motywy": [
          "silna pseudowklęsłość",
          "wklęsłe wypełnienie holomorficzne",
          "struktura kontaktowa",
          "holomorficzna rączka",
          "węzeł transwersalny"
        ]
      },
      {
        "h2": "Chirurgie Dehna jako droga do dowolnego brzegu",
        "cel": "Wykazanie konstruktywnej możliwości osiągnięcia dowolnej dodatniej rozmaitości kontaktowej poprzez połączenie operacji holomorficznych z teorią chirurgii.",
        "position": 19,
        "cleanup_focus": "Należy upewnić się, że logiczny ciąg między operacją doklejania rączki a twierdzeniem Dinga-Geigesa jest przedstawiony jako bezpośredni dowód na uniwersalność konstrukcji.",
        "hidden_question": "W jaki sposób można konstrukcyjnie uzyskać dowolny brzeg kontaktowy w geometrii zespolonej?",
        "kluczowe_motywy": [
          "kontaktowe chirurgie Dehna",
          "holomorficzne doklejanie wklęsłej rączki",
          "twierdzenie Dinga i Geigesa",
          "dodatnie rozmaitości kontaktowe"
        ]
      },
      {
        "h2": "Proceduralna konstrukcja i elastyczność wypełnień wklęsłych",
        "cel": "Przejście od teoretycznej możliwości do konkretnej procedury budowania wypełnień holomorficznych, co służy wykazaniu radykalnej elastyczności struktur pseudowklęsłych w opozycji do rygoru Steinowskiego.",
        "position": 20,
        "cleanup_focus": "Należy wygładzić przejście między technicznym opisem procedury doklejania rączek a filozoficzną refleksją nad 'epistemicznym znaczeniem' warsztatu matematycznego.",
        "hidden_question": "W jaki sposób technicznie konstruuje się wypełnienia holomorficzne dla dowolnych rozmaitości kontaktowych i czym różni się to od konstrukcji Steinowskich?",
        "kluczowe_motywy": [
          "chirurgia kontaktowa",
          "wklęsłe rączki",
          "silna pseudowklęsłość",
          "elastyczność brzegów",
          "metryki Kählera"
        ]
      },
      {
        "h2": "Wklęsłe wypełnienia Kählera jako synteza elastyczności i rygoru",
        "cel": "Sekcja ta łączy wątki kählerowskiej regularności z elastycznością pseudowklęsłości, wprowadzając problem badawczy dotyczący relacji między tymi strukturami a przestrzeniami Steinowskimi.",
        "position": 21,
        "cleanup_focus": "Należy wyeliminować dygresje o charakterze filozoficznym na temat 'temperamentu matematyki' i 'uczciwego nie wiemy', aby wzmocnić techniczny konkret definicji wypełnień Kählera.",
        "hidden_question": "Czym są wklęsłe wypełnienia Kählera i czy ich istnienie implikuje wypełnialność Steinowską?",
        "kluczowe_motywy": [
          "wklęsłe wypełnienia Kählera",
          "potencjał Kählera",
          "wypełnialność w sensie Steina",
          "realizacja vs selekcja",
          "struktury kontaktowe"
        ]
      },
      {
        "h2": "Marginesy struktur jako klucz do centrum geometrii",
        "cel": "Sekcja pełni rolę syntetycznego pomostu, który łączy techniczne dowody o pseudowklęsłości z filozoficzną tezą o elastyczności struktur nie-kählerowskich, przygotowując grunt pod końcową konkluzję.",
        "position": 22,
        "cleanup_focus": "Należy wyeliminować dygresje o sposobie pisania o matematyce, aby wzmocnić merytoryczne przejście od analizy brzegów do kwestii klasyfikacji.",
        "hidden_question": "Jakie znaczenie dla całej teorii ma fakt, że dowolna rozmaitość kontaktowa może mieć nieskończenie wiele wypełnień holomorficznych?",
        "kluczowe_motywy": [
          "wypełnienia holomorficzne",
          "elastyczność strukturalna",
          "rozmaitości kontaktowe",
          "regularność kählerowska",
          "klasyfikacja"
        ]
      },
      {
        "h2": "Nie-kählerowskość jako wynik napięcia między topologią a geometrią",
        "cel": "Przejście od sztywnych kryteriów klasyfikacji powierzchni zwartych do wykazania radykalnej różnorodności struktur nie-kählerowskich w przestrzeniach otwartych, szczególnie w wymiarze cztery.",
        "position": 23,
        "cleanup_focus": "Uporządkowanie przejść między trzema 'biegunami' (klasyfikacją zwartą, rozwłóknieniami i wymiarem cztery), aby uniknąć wrażenia fragmentaryczności wywodu.",
        "hidden_question": "Jak zmienia się rozpoznawanie struktur kählerowskich i nie-kählerowskich przy przejściu od powierzchni zwartych do rozmaitości otwartych, zwłaszcza w przypadku R4?",
        "kluczowe_motywy": [
          "klasyfikacja Kodairy",
          "pierwsza liczba Bettiego",
          "rozwłóknienia Lefschetza",
          "cykle znikające",
          "nie-kählerowskie struktury na R4"
        ]
      },
      {
        "h2": "Od rygoru przestrzeni Steina do elastyczności brzegów kontaktowych",
        "cel": "Sekcja ta zestawia przeciwstawne logiki konstrukcyjne: restrykcyjny rygor analityczny rozmaitości Steina oraz globalną naturę struktur kontaktowych, przygotowując grunt pod wprowadzenie silnej pseudowklęsłości jako alternatywy.",
        "position": 24,
        "cleanup_focus": "Należy ujednolicić przejścia między opisem $\\mathbb{R}^4$ a definicjami przestrzeni Steina i struktur kontaktowych, aby uniknąć wrażenia fragmentaryczności wyliczenia 'biegunów'.",
        "hidden_question": "Jaka jest różnica między rygorem analitycznym rozmaitości Steina a globalną naturą geometrii kontaktowej w kontekście wypełnień holomorficznych?",
        "kluczowe_motywy": [
          "przestrzenie Steina",
          "struktura kontaktowa",
          "wypełnialność holomorficzna",
          "węzły Legendre'a i transwersalne",
          "silna pseudowklęsłość"
        ]
      },
      {
        "h2": "Uniwersalna realizowalność wypełnień w obszarze silnej pseudowklęsłości",
        "cel": "Sekcja stanowi syntetyczne domknięcie narracji, przeciwstawiając restrykcyjność struktur Steinowskich elastyczności struktur pseudowklęsłych i wykazując interdyscyplinarny charakter współczesnej geometrii zespolonej.",
        "position": 25,
        "cleanup_focus": "Należy wygładzić przejścia między technicznym opisem chirurgii Dehna a filozoficznymi refleksjami nad 'moralizmem geometrycznym', aby zachować spójność tonu.",
        "hidden_question": "Jaka jest różnica w możliwościach realizowalności wypełnień holomorficznych między obszarem pseudowypukłym a pseudowklęsłym i jakie znaczenie ma to dla całej teorii?",
        "kluczowe_motywy": [
          "silna pseudowklęsłość",
          "wypełnienia holomorficzne",
          "struktury kontaktowe",
          "elastyczność strukturalna",
          "interdyscyplinarność (analiza, topologia, geometria symplektyczna)"
        ]
      },
      {
        "h2": "Nie-kählerowskość jako pozytywna treść geometryczna",
        "cel": "Sekcja stanowi syntezę teoretyczną, która przekształca brak kählerowskiej harmonii z kategorii deficytu w kategorię nowej, pełnoprawnej informacji strukturalnej i analitycznej.",
        "position": 26,
        "cleanup_focus": "Należy uporządkować przejścia między refleksją filozoficzną a konkretnymi przykładami powierzchni (Hopf, Kodaira, Inoue) oraz konstrukcjami na R4, aby uniknąć wrażenia rwanego wywodu.",
        "hidden_question": "Czy brak struktury kählerowskiej w geometrii zespolonej oznacza jedynie chaos i brak regularności?",
        "kluczowe_motywy": [
          "nie-kählerowskość",
          "powierzchnie Hopfa, Kodairy i Inoue",
          "struktury zespolone na R4",
          "elastyczność vs rygor",
          "uniwersalność wypełnień holomorficznych"
        ]
      },
      {
        "h2": "Pseudowklęsłość jako obszar radykalnej elastyczności strukturalnej",
        "cel": "Wykazanie przejścia od rygoru struktur Steinowskich do uniwersalnej realizowalności wypełnień holomorficznych w obszarze pseudowklęsłym.",
        "position": 27,
        "cleanup_focus": "Uporządkować przejście od rozważań o osobliwościach i topologii globalnej do technicznego opisu doklejania rączek, aby zachować płynność argumentacji.",
        "hidden_question": "W jaki sposób zmiana orientacji brzegu z pseudowypukłego na pseudowklęsły wpływa na możliwość istnienia wypełnień holomorficznych?",
        "kluczowe_motywy": [
          "rozwłóknienia Lefschetza",
          "geometria kontaktowa",
          "silna pseudowklęsłość",
          "wypełnienia holomorficzne",
          "twierdzenie Kasuyi i Zuddasa"
        ]
      },
      {
        "h2": "Logika realizacji kontra logika selekcji",
        "cel": "Sekcja stanowi syntezę przejścia od sztywności do elastyczności, przeciwstawiając mechanizmy wypełnień wklęsłych i wypukłych oraz wskazując na otwarte problemy kählerowskie jako dowód niepełnej mapy teorii.",
        "position": 28,
        "cleanup_focus": "Należy wyeliminować metaforyczne sformułowania o 'naukowej uczciwości' i 'białych plamach', aby utrzymać rygor analityczny tekstu.",
        "hidden_question": "Czym różni się podejście do brzegów w przypadku pseudowypukłości i pseudowklęsłości oraz jakie pytania pozostają otwarte w kontekście wypełnień Kählera?",
        "kluczowe_motywy": [
          "logika realizacji",
          "silna pseudowklęsłość",
          "chirurgie Dehna",
          "wypełnienia Kählera",
          "wypełnialność Steinowska"
        ]
      },
      {
        "h2": "Geometria zespolona jako dynamiczne napięcie między rygorem a elastycznością",
        "cel": "Sekcja stanowi syntezę i konkluzję całego wywodu, przesuwając ciężar z technicznego opisu struktur na aksjologiczną wartość badania granic i wyjątków w matematyce.",
        "position": 29,
        "cleanup_focus": "Należy wyeliminować lub wygładzić fragmenty o charakterze refleksyjno-filozoficznym, aby zachować balans między matematyczną konkluzją a publicystycznym tonem.",
        "hidden_question": "Jakie jest ostateczne znaczenie badania struktur nie-kählerowskich i pseudowklęsłych dla rozumienia geometrii zespolonej?",
        "kluczowe_motywy": [
          "relacja lokalność-globalność",
          "elastyczność strukturalna",
          "laboratorium peryferii",
          "pełnia rzeczywistości geometrycznej",
          "sens aksjologiczny nauki"
        ]
      }
    ],
    "glowna_teza": "Autor twierdzi, że geometria zespolona nie ogranicza się do modelu kählerowskiej regularności i Steinowskiego rygoru, lecz obejmuje obszar struktur nie-kählerowskich oraz silnie pseudowklęsłych, w których brak klasycznej harmonii nie oznacza chaosu, lecz stanowi laboratorium elastyczności strukturalnej, pozwalającej na realizację dowolnych dodatnich trójwymiarowych rozmaitości kontaktowych jako brzegów nieskończenie wielu wypełnień holomorficznych.",
    "luk_narracji": "Myśl rozwija się od analizy klasycznych modeli regularności i kählerowskiej harmonii, przez badanie struktur nie-kählerowskich oraz topologicznych mechanizmów degeneracji, aż po wykazanie radykalnej elastyczności w obszarze silnej pseudowklęsłości. Narracja zmierza do konkluzji, że geometria zespolona nie jest monolitem rygoru, lecz dynamicznym napięciem między selektywnością struktur Steinowskich a uniwersalną realizowalnością wypełnień holomorficznych na brzegach kontaktowych."
  }
}

